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Klasse 11,1 - Oberthema A 000} )
Funktionen 800
600
400
K(x)
200 E(X)
Arbeitsblatt 01: Abhangigkeiten entstehen 0 R
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 X 65

Im Graphen ist zu erkennen, dass ein Schnittpunkt vorliegt und Die Einnahmen
ab diesem Punkt gréRer sind als die Kosten. Dieser Punkt liegt bei einer
verkauften Anzahl von 40. Der Gewinn ist die Differenz zwischen Einnahmen
und Kosten:

Zu Beginn des Tages befinden sich 10 Besucher am Strand. Bis um 4 Uhr nachts haben
alle den Strand verlassen. Um 6 Uhr sind bereits die ersten Besucher wieder da. Bis um
10 Uhr steigt die Anzahl der Besucher. Zwischen 10 und 12 verandert sich die Anzahl
nicht. Das Maximum ist um 16 Uhr erreicht, dort waren 50 Personen am Strand. Bis zum
néchsten Abend verlassen die Besucher nach und nach den Strand, bis um 24 wieder G(x) = E(x) - (K(x)) = 20x - (15x + 200) = 5x - 200

10 Besucher ubrig bleiben.

Arbeitsblatt 02: Der Funktionsbegriff

Sowohl zwischen 6 und 8 Uhr, als auch zwischen 12 und 14 Uhr steigt die
Besucheranzahl um 15.

Tageszeit | O | 2 | 4 |6 | 8 |10 |12 |14 |16 |18 | 20 | 22 | 24 D=R\[§] D=]R¢I{\E} D=R D=R

Besucher | 10 | 5 | 0 5 (20 |25 |25|40 | 50 | 35|20 | 15 | 10

E(x) = 20x W= [=1; =192] W = [~-38;=38] W = [0; =12 8]
Anzahl x 0 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9 | 10| 11|12 | 50
Kosten K(x) | 200 | 215 | 230 | 245 | 260 | 275 | 290 | 305 | 320 | 335 | 350 | 365 | 380 | 950
f(x) = 0,5x2 5<x<0 W, =[0; 12,5]
Anzahl x 0|1]2|3] 4 5 6 7 8 9 |10 |11 |12 | 50
h(x) = 3x 0<x<5 W, =1[0; 19]
Einnahmen E(x)| 0 |20 |40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200 | 220 | 240 | 1000

g(x) = 15 5<x<10 W, = [15]



Aufgabe 1 f(x) = 1.87x + 7.43 (inklusive Messfehlern)
5 16 g(x) = 2.2x + 5 (ohne Messfehler)

¥ =gx + 3 g(x) ist wesentlich genauer in der Beschreibung der beobachteten Werte.

Aufgabe 2 Aufgabe 3

_3 =-056x+7
y—Ex—S

Arbeitsblatt 05: Funktionsscharen

Aufgabe 1

1. Parameter b und c gleich 1:

Aufgabe 3
Definition Steigung:

YQ _yp
Xq = Xp

m = tan (a) =
Daraus folgt: Fir a = 3 ist die Funktion 0.

a = arctan (m) = arctan (-2,4) = -67,38°

Arbeitsblatt 04: Lineare Regression

on Aufgabe 1

2. Parameter a und c gleich 1:
3. Parameter a und b gleich 1:

Fir ¢ = 3 existiert keine Funktion.

Arbeitsblatt 06: Funktionsscharen

Aufgabe 1
a) f(x)=5(x+2)—4 x<=2 C)f(x)=22(17-x)-27 x<-17

f(x) = -5(x+2)—4 x=-=2 fix) ==-22(17-x)—-27 x=2-17

B T T

- b) f(x) =-125(x—-712) +17 x <712
f(x) = -7,87x + 215,56

B . ST I O T SO S R A 8 5 S S R G 0 S0 5 538 555

f(x)=125(x—-712)+17 x=712

Aufgabe 2
f(x)=-5|x-4|+7

Aufgabe 3

f(x) =0,5|x - 5| -2
f(x)=-0,5(x-5)-2  x<5
f(x)=0,5 (x - 5) -2 xz5

R R e H B . S Y
[62 @ & & 10 12 14 10 1A 20 22 24 28 25 30 32 34 38 38 & 42 46 45 48 KOG S BB BA

Arbeitsblatt 03: Lineare Funktionen Aufgabe 2

f(x) = -0,49x + 25,31
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Arbeitsblatt 07: Potenzfunktionen Arbeitsblatt 09: p-q-Formel und Mitternachtsformel

g = =1 und Xpg = 3

fix) = $+ 12 mit beliebigem a

keine Lésung, weil Diskriminante negativ ist

f(x)= b(x - 5)* -7 mit beliebigem b eine Lésung (doppelte Nullstelle) bei x = -2, weil Diskriminante gleich Null
zwei Lésungen (eigentlich drei). Ausklammern eines x bringt Xp.1 = 0. Da die
Diskriminante positiv ist, gibt es zwei weitere Losungen x,., = -1 sowie Xj.3 =3

Punktsymmetrisch und Sattelpunkt -> kubischer Verlauf
Punktsymmetrisch und Polstelle -> Hyperbel
Achsensymmetrisch und Scheitelpunkt -> Parabel

f(x) =x - (x=(-3)) - (x=7) = x*-4x*- 21x

Gespiegelte Potenzfunktion an y = x, nur im positiven Bereich -> Wurzelfunktion e e aohm e
Arbeitsblatt 08: Ganzrationale Funktionen Zusammenhang | 80
a0 |
) =212
Symmetrie | Grenzverhalten| Nullstellen | Extremstellen | Schnittpunkt 0 1
a) keine ++ 4 3 2
b) keine ++ 6 5 0 = e @ & R
c) keine 4+ 7 6 8 ™
-40
-60
| die Terme niedrigeren Grades fihren
| -80
| zur Auspragung der Extremstellen; im
f
Bereich zwischen -1 und 1 Gberwiegen
f-'“} . ihre Verlaufe, danach bestimmt die
2 N\ 2 3 x Funktion héchsten Gerades den Die p-g-Formel kann nur dann angewendet werden, wenn die Gleichung folgende Form
. Verlauf. Je weniger Terme vorliegen, besitzt: x*+ px+q=0
i -
0.4x L 45 desto eher ahnelt sie hier also einer Auf der einen Seite des Gleichheitszeichens steht eine Null und auf der anderen Seite
0.8 _ n:ﬁxj 0.8x2-2 Funktion 4. Grades. steht eine 1 vor dem x% Diese 1 wird aber in der Mathematik haufig weggelassen, aber
jeder weil3, dass sie dort eigentlich steht.

Die Mitternachtsformel ist schwieriger als die p-g-Formel, aber dafir muss man die
Gleichung vor der Anwendung nicht mehr bearbeiten. Es kénnen alle Gleichungen der
f(x)=-x° +ax* +ax?-3 Form ax® + bx + ¢ = 0 verwendet werden.



Arbeitsblatt 10: Polynomdivision

Aufgabe 1

Xo1 =2, Xg,=1 und  xy,=3

(3-6x2+11x-6): (x-2)=x>-4x+3 I x3:x=x?
- (x3 - 2x?) I (x-2)x?
-4x2 + 11x | -4x%:x = 4x
- (-4x2 + 8X) I (x-2)(-4x)
3x-6 I 3x:x=3
- (3x-6) | (x-2)-3
0
Aufgabe 2

Xp-4 = -1 und X5, = 1 keine weiteren Nullstellen, weil das Ergebnis eine nach ober
gedffnete Parabel ist, die Uber der x-Achse ihren Scheitelpunkt besitzt.

(X*-4x3+4x2-4x-5): (x2-1)=x2-4x+5

x4 - X2«

0Z-1)
-4x3+5x2 +4x -5
- 4x3 +4x <

Arbeitsblatt 11: Substitutionsverfahren

Aufgabe 1

Xg1 = 1,4142 und xg, = —1,4142 und xe3 = 1,7321 und xg, = —1,7321

Aufgabe 2

Iﬂji = l] und 10;2 = 3 uﬂd xﬂia = —'3 uﬂ.d Iur‘ = 2 de xﬂ;s = —2

Arbeitsblatt 12: Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Aufgabe 1

a) X¥p1 = 0; Xpz = 1,5

b) Xgap2 = 0(doppelt) ; %g3.4 = 13

©) xgasz = £V3 ; xg374 = £VZ (Substitution und p-g-Formel)

d) erste Mullstelle raten: x,, = —1, = Polynomdivision ergibt: (x + 1)(x® — 2x —3)
p-g-Formel: x5, = 3 und %53 = —1 (= doppelt)

e) erste Nullstelle raten: x,; = =2, & Polynomdivision ergibt: (x + 2)(x* - 8x +12)
p-g-Formel: xp, = 6 und x43 = 2

Aufgabe 2

fG) = (x+ D+ 1)(x-3)
f(x) = x* + 2x* — 11x — 12 ; erste Nullestelle ,raten" und dann Polynomdivision

Aufgabe 3

zundchst kann man eine 2 ausklammern — 0 = x3 - 3x2- 10x + 24

X0,1 =2 1 -1

0=(x-2)(x?-x-12) — p-g-Formel
X01= 2, X5, =4, X3 =-3

Teil 3
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Klasse 11,1 - Oberthema B

Differenzialrechnung

Arbeitsblatt 01: Anderungsrate

Aufgabe 1
_ f(201s)- f(2s) _ 1616 m—16m _ m
T 201s-2s 0,01s = 16 /s
_ f(6,015) — f(6s) - 144,48 m—l-'H-m= 48 ma"rs
60ls—6s 0,01s
_ f(6s)— f(2s) 144m—16m _ m
M= Tes-2s as - o2ls

100m = 4M/; ! —+ # =255 - t=5s
_ f(5015) = f(5s) _ 1004m—10m
~ 501s-5s 001s

= 40 M/,

Aufgabe 2

1) - (0)  15-0
BWB =15
K- 15-0
m=—=—p -3 -8

fL01) = 1) 151 =15
e T T i T

_fon - i) —002-0
m=—m- oo

Aufgabe 3

Die Beschleunigung gibt an, wie sich die Geschwindigkeit des Motorrads andert. Sie ist
also die Anderungsrate der Geschwindigkeit oder eben die ,Anderungsrate der
Anderungsrate“ des Weges. Schaut man sich die momentanen Geschwindigkeiten nach
jeder vollen Sekunde an, sieht man, dass die Geschwindigkeit immer um 8 m/s zunimmt.
Die Anderungsrate der Geschwindigkeit und somit die Beschleunigung entspricht daher 8
m/s pro Sekunde.

Aufgabe 4 und Aufgabe 5:

Erklarungen siehe Video

Arbeitsblatt 02: Ableitung mit Differenzenquotient

Aufgabe 1

. o f(=199) - f(=2) 004 -0
=2 =" -(=2) 001 4
x-Methode:

(=X + 4) = (~(=2)%+ 4)  —x*+4—-(—4+4) —x+ 4
x —(-2) N X+ 2 T Tx+2
Polynomdivision: (—x* + 4): (x+2)=—x+2

f'(-2) =

Einsetzen der Stelle x, = -2 fihnt 2u f'(-2) = —x+ 2 =—({-2)+2 =4

Beide Ansditze liefern das gleiche Ergebnis.

Aufgabe 2
Xoiont ifibar = -3 15 2; 3; 4, 5}
Aufgabe 3
(xp+h)? - 53 x5 +3xih+3xh® + h3- %  3x3h + 3x,h% + 1
' _ _ _ o ,
t-(x“}_x;.+h—3.c,.,_ h = h = 3xp + Ixh+ h

F'(%o) = lim 3x§ + 3xoh + h? = 3x]

Diese Vorgehensweise liefert eine allgemeine Lésung, mit der an jeder beliebigen Stelle x,,
in der gegebenen Funktion die Steigung bestimmt werden kann.



Aufgabe 1 Aufgabe 1

Ableitungsfunktion jeweils in rot
',r := =23 + 12

Aufgabe 2
Vip=4Hx—-2)+1=4x-7

1 1
¥or = —Z(H—z}‘l' 1= —zx+1.5

Yig=—-1lx-1)=-x+1
¥ag=Llx—-1)=x-1

Aufgabe 3

Eine Normale steht orthogonal,
also im rechten Winkel, zur
Tangente. Dies entspricht einer
90°-Drehung. Zeichnet man ein
Steigungsdreieck ein, erkennt
man, dass sich auch diese um
90° mitdreht, wodurch die
Zuordnung von Ay und Ax
getauscht werden. Es liegt
daher der Kehrwert der
Steigung vor. Aufgrund der
Richtungsénderung (von Fallen
nach Steigen) &ndert sich
gleichzeitig das Vorzeichen der
Steigung.

Aufgabe 2

(xF—x—1) = (55— x9—=1) _x¥—x — x5+ x_ (x* = x§) = (x—xp)
X — Xg N X — Xy - X — X
(x = xg)(x + Xp) — (x = Xp)
X = Xg
mitx = xg: (%) = 2x5—1

=X+x—1

f(=2)==5 f(=05)==2 ffii)==1 F[(l)=1
f(3)=5

Arbeitsblatt 03: Tangente und Normale Arbeitsblatt 04: Ableitungsfunktion

Teil 3
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Aufgabe 3 Arbeitsblatt 06: Ableitungsregeln und Hohere Ableitungen
£'(xg) = %p Aufgabe 1

2) Fla)==4 = —4=x . 2) f) = x5 Fx)= —6x° P = -30x*  £7() = —120x°

b) F{K.n]' = ﬂ:“ﬂ] =+ Xp =;xﬂ -3 = 0= Xp = zxﬂ -6 b) ﬂ_x] = —x94 4x f'(x} = —3x% + 4 f"[x} = —fx
pa-Formel:  xgyp =147 c) f(x)=‘::5=i,+:—:=i,+ x? f'(x]=—:,—z+2:t

c) Steigung der Geraden/Tangente betragt m = 2, somit ist x, = 2 da '(x,) = x, * *

Aul © H(2)=05-20— 2—1=—1 d) fiix) = —%Jc"+:|:'z fi{x)= —xf—2x73 f"(x)= —6x® + 6x~*
Daher: —1=g(2)= 2-24b = —5=b f'(x) = =30x* - 24x~%  V)(x) = —120x* + 120x~°
fV)(x) = —360x% — 720x~7
d) o) = i+ ¢ P =3Vx+ 63 f"{x]:%% + 12x

()= -3+ 12

Arbeitsblatt 05: Potenzfunktionen ableiten

Aufgabe 1
a} E"{x} = Gyt b:l [r{x} = %3 ¢) (%) 6% Aufgabe 2
A= -2 e rm=-2 N =1x3
g) f'(x) = 9x h) f() = = \.i.. L
Aufgabe 2 - 1 . ’55 ;
a 5 5 T
Flx)=5Ske* — F(2)=4=5k-2*=80k — k= ;_ﬂ =% i i
F(x)
Aufgabe 3 i i - i H
mit Potenzregel: f'(x) = 4x3 H i f.“x} _— i

(xo +h)* - x§  x§ + 4x)h + 6x3h? + 4xoh® + h*- x}

= Ayl 2 24 ph3
x“+h-xu h '1'}ln+6xah+q'xgh +h

f'(xo) =

f'{xp) = Lirré dup + 6xoh + 4xgh? + h® =4
Aufgabe 3

Potenzregel wird durch Differenzenquotient bestatigt. Der rot markierte Term ist immer £7(x) = 12x2 F(x) = 4x3 (x) = x4

derjenige, bei dem sich ein h rauskirzt und somit am Ende bei Lirrg Ubrig bleibt.
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Arbeitsblatt 07: Trigonometrische Funktionen

Arbeitsblatt 08: Trigonometrische Funktionen ableiten

Aufgabe 1 Aufgabe 1

a)sina =06 o={369%143,1) a) f'(x)= —2 *cos(x) I(x)y= 2 - sin(x)

=06 a={531%3069") b) F(x)=4-05 - sin(x) f'(x)=-05 - cos(x)
cosa = U, ﬂ'—{ IT s C) !’{X}: sin(x) + :_L {“{x'}l= 1.":}!1:(?:} - Ii_:
b) T i
cos(x) | i
A T

Aufgabe 2

f(x)=-2sin(x) 0=-2sin(x,) — sin(x))=0 Xy ={k - M}

folglich x, = {0; ; 21}

Aufgabe 3

F'(x) = cos(x) + sin(x) — maximal - sin(x) = cos(x)

Giltﬂlrx=45°bzw,x=fundx=225" bmm:?

- (x=5)=cuse]+ sin®=ﬁ

Aufgabe 2

gron; f(x) =05sin(2x) +1 und f(x) = —05 .;..;.s,.(z,t + {E)) 1 Arbeitsblatt 09: Schnittwinkel von Graphen
blau: g(x) = sin(0,5(x = m) und g(x) = —cos(0,5%) Aufgabe 1

rot: h(x) = 3sin(x—3) und h(x) = —3cos(x +3)

a) fi{x) = =05x +4und f,(x) = 3
Schnittstelle: —05x,+4=3 = x,=2
Aufgabe 3 Schniti]:n:mkt: 5(213)
Schnittwinkel: mgy; = =05 mp =10 y==266° 6&=0°
p = |=26,6° = 0°| = 26,6°

f(t) = 4,5cm - sin (314.15%(.: —~ 0,005 s]] +0

a= em =45¢cm
2 T b) £,() = —4x und f(x) = 0,25x — 7.5
o=t AT o 50s = 314,16~ Schnittstelle: —4x, = 0,25%, — 7.5 — X, = 1,76
3ﬂ_-£.']ﬂ min %5 5 Schnittpunkt: y, = —4-(1,76) = =7,04 S5(1,76] = 7,04)

Schnittwinkel: my = -4  mp =025 y=-760° &=14,0°

0,02
to=——s= 0,005 s p = |-76,0°— 14,0°| =90° oder: my ' mp = —1, daher orthogonal

Teil 3
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c) fi(x)= —x*+9und f;(x) = 3x+2
Schnittstelle: —x +9=3x,+2 - 0=x+3x,—7 - pq— Formel

X1 =154  und  x,, = —4,54
Schnittpunkt: y,; = 662 und  y,, = —11,62
$,(1,54/6,62) und  S(—4,54| — 11,62)
Schnittwinkel: f;'(x) = —2x und  f'(x) =3
firS$; mp,=-308mp; =3 y=-720° &=716°
@ = 180° — |-72,0° — 71,6°| = 36,4°
firS; mpz=908 mp;=3 y=837° §=716°

¢z = |83,7°=T71,6°% = 12,1°

Teil 3

Teil 4

Aufgabe 2

f(x) = g(x)

—0,003x% + 50 = —0,35x, + 50

0 =—0,003x% +035x, — 0=1x2—1166Txy — 0= x4(x;— 116,67)
¥gq =0und  x, = 116,67 — Landung

f'(x) = —0,006x  und g'(x)= —035

F'(116,67) = —0,006- 116,67 = —0,7

y=tan"1(—0,7) =—-350° &=tan"'(-035)=-193°

ip = |-350° - (-19,3%)| = 15,7°

™ w E 1:10 120 1‘an m\a{m’

=10 (0 10 20 30 40 50 &0

Aufgabe 3

fxe =1) =712 -1+42=7  SQI3)

1
P =5x-1 > Flx=1)=-05

=|y—-8]= mit y = tan~'(—0,5) = —26,6° ergibt sich fir § = 60° — 26,6° =
g'(xs = 1) = tan(33,4°) = 0,66
Geradengleichung:  g(x) = 0,66(x — 1) += = 0,66x — 0,59

334°
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Klasse 11,1 - Oberthema C

Diskussion von Funktionen

Arbeitsblatt 01: Anderungsrate

I I

yn

I.  monoton fallend (streng), da

Il.  monoton steigend (nicht streng, da Sattelpunkt), da
ll.  monoton fallend (streng), da
IV.  monoton steigend (streng), da

Xy X \"/Xs X4 X5 Xgi X7 Xg X

X = Xz und f(x;) = fi(xz)
Xz < Xg UNd f{xz) < f(xy)
Xg < Xg und fi(xg) > fi(xg)
Xy < xg und f{x;) < f{xg)

Steigungswechsel jeweils bei horizontalen Tangenten/Hoch- und Tiefpunkten, daher

zun&chst Ableitung bzw. ihre Nullstellen bestimmen

fiix)=x*+dx®+x—6

xg; = 1 (geraten)
Polynomdivision: O+’ +x—-6): (x— 1) =x+5x+6
pg-Formel: gz =—25%625-6 = xXgp=-2 und xg; =-3

1 4 1
=—-1t 419 4--12-6-1=-39
fxe) =3 37 "2
1 4 1
Rxgz) =3 (-2 +3 (-2 + 7 (=2 -6:(-2)=73

) =5+ (-3 +3- (-3 +3- (-3) =6+ (-3) =675

Wahle in jedem Intervall von einem Extrempunkt zum né&chsten beliebige Stellen und

berechne den Funktionswert, um den Monotoniesatz anzuwenden.

Beispielhaft:
intervall | intervall Il intervall 1l intervall IV
X -5..|-=[ -4 28 |-=| 23 A |-=] 08 1.5 |c| 2
fix) | 321 [>] 107 [ 68 [<][ 72 [ 54 [>] 87 [ 21 [<] 47
monaton fallend monaoton stelgend monoton fallend monoton steigend

Oftmals ist es leichter und
schneller Monotonie am
Globalverlauf einer Funktion
abzuschatzen ohne das
Monotoniekriterium. Dadurch
erhalt man schon eine
ungeféhre Vorstellung des

Graphen.

[ B
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rot ist monoton fallend ) =x*+3x"—17x —39x— 20 und F"(x) = 4x® + 9x* — 345 — 39
grun ist monoton steigend Einsetzen der xg:

flxgy ==5) = (=5)*+ 3 (=5 =17 - (=5)* =39 (=5)=20=10

+ f'{xgz ==1)=0
! 21 Flxgz =4 =0
\ / \ / | £"(xgy = =5) = 4+ (=5)® + 9+ (=5)% — 34 - (=5) — 39 = —144 < 0 , daher Hochpunkt
. , , y '(xgz ==1) =10
2m | o w 2m 1 2 3 4:1 > ["“(xgz = 4) = 225 = 0, daher Tiefpunkt
A Da auch die zweite Ableitung an der Extremstelle x_, null ist, ist es plausibel, dass ein
Extrempunkt in der ersten Ableitung vorliegt. Dieser Extrempunkt beriihrt die x-Achse,

schneidet sie aber nicht. Es handelt sich folglich um einen Beriihrpunkt in der ersten
Ableitung, wodurch kein Vorzeichenwechsel der Steigung erfolgt. Die Steigung der

.l 21 Funktion f(x) wird also null und nimmt dann wieder mit dem gleichen Vorzeichen
betragsmaRig zu (vgl. Monotonie/strenge Monotonie im vorherigen Kapitel; siehe auch

T /_ 1 néchstes Kapitel ,Wende- und Sattelpunkt®).

1 1 2 3 4 > 1 1 o2 A
AT 350t
24
2T 300+
3
A
3--
2--
1 \
1 1 2 3
14
Arbeitsblatt 02: Lokale Extremwerte
f(x) = 4x® — 2x 0=2x(2xI - 1) P =2x-%5  0=2x-3%
xg =0 und  xE=> - ?'-'Ez,3=i‘E 1 , 1 31
2“5-—;_: - NE—E = Kg= E—ﬂ.?g
f(x) =-=cos(x) 0O=-cos{x) 0=cos(x)
g = E+ km

2



Aufgabe 3

Fur Extremstellen zun&chst Ableitung:

a

f(x)=-3x"-2x+a 3

—i 2 a _ _1 1
ﬂ-x!+ixg—5 -+ Kmlz——;i ;+

- mehrere/zwei Extremstellen, wenn die Diskriminante (Ausdruck unter der Wurzel)

positiv ist, also: %+§:> 0 = a> -%
- eine Extremstelle, wenn die Diskriminante gleich null ist: % +§ =0 = a

- keine Extremstelle, wenn Diskriminante negativ ist: %+§ <0 = a< -%

Aufgabe 3

£'(x) = 4x3 + 3ax? + 2bx

£(x) = 12x* + 6ax + 2b

£(x) = 24% + 6a

Fir Wendepunkte notwendig:

Fir zwei Wendepunkte:

") =0=12x* +6ax+2b — 0=x+ ax+b

B
a}J;

1 al 1
x.,,‘z=—zai E-;h

:—:-ib =0 wihlez.B. b frei, dann:

(mit der zweiten Ableitung kénnte noch die Art der Extremstelle bestatigt werden. Ist hier

Gl

aber nicht gefragt.)

Arbeitsblatt 03: Wende- und Sattelpunkt

Aufgabe 1
Konvex | [—e| - 2,5] [-2]1-135] [o]2] [3] + 2]
konkav [-2.5]-2] [-1.5]0] [213]
Wendepunkt | xuy = =25 ¥ws = =15 X =10 Xws =2
Sattelpunkt Nz = —2 Korg = 3
Aufgabe 2
F{x) = % = 243 i) =3¢ -4 M) =6x—4
natwandig: ix) = 0= 3x% = 4x,, = 0=3x, x*-i} - :wiiﬂunﬂ:mni

hinreichend:

M) =6:0-4= 420 (Mlug)=6-3-4=420
Sattelpunkt:

Pl ) m 0P =2-Fm Xy I51 SOMit Sattelpunkt
w3 432 .
Poa) = (2] ~2(2) =-119  x,; ist somit kein Sattelpunkt

I T

aullerdem: 24x,+6a=0
For einen Sattelpunkt muss auerdem gelten:

3 1
F'{x,) = 0 = 4, + 3ax?, + 2Zbx,, = 4x,, (xf, +-a.xw+-h)

4 2
Daher Sattelpunkt z.B. beix,, =0

Arbeitsblatt 04: Funktionsdiskussion

Aufgabe 1
f(x) = x*-2x2- 1,25

Grenzverhalten:

gerade Potenz, positives Vorzeichen: f(x — -©) =+~ und f(x — + ©) =+
Schnittpunkt der y-Achse:

flx=0)=0*=2-02 =1,25=-1,25

Mullstellenbestimmung:
0=x)—2x}-1.25

Substitution: W=z 0=gz%-2z-125
—
pq-Formel; Z,=1%+225=1%£15 =z =25 Z; = =05

Ricksubstitution:  x3,, =25  xg = +/25=158 x4 = —/25=-1,58

Xgaa =+ —05={} negative Wurzel, keine Ldsung

Extrempunkte:

F{x) = 4x% — 4x 0= 4x} — dxg 0 = dxf{xi — 1) g =0
Xpz = 1 Xpz = =1

f')=0 oderf(x)<0 77

f(xgy) = =125 f(xps) = =225 f(xgq) = =225

E,(0] — 1,25) Ez(1] - 2,25) Ey(~1] - 2,25)

Teil 3

Teil 4|
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Wende- und Sattelpunkt:

i

f(x) = 12x* — 4 0= 12x2 — 4 - = X2,

Xppz =T \.!E = 40,58 (beide keine Mulistellen in der ersten Ableitung, 5.0.)
(%) =-—2+2—125=—18 (X2l = =18

[ (x) = 24x () 20 fF %y

W, (0.58] — 1,8) W, (—0,58| — 1,8)

Polynome kann man in sogenannte Linearfaktoren zerlegen, die angeben, wo sich eine
Nullstelle befindet, indem man sie in der Form (x - x;) ausklammert. Es Iasst sich dadurch
auf den ersten Blick erkennen, dass die gegebene Funktion fir x, = {2; -1;0} null wird und
somit an diesen Stellen Nullstellen aufweist. Zudem gibt die Potenz der Klammer an, um
was firr eine Nullstelle es sich handelt. Den Term (x + 1)? kennst du beispielsweise als Teil
der Scheitelpunktform, von der du weil3t, dass es sich um eine Parabel und folglich um ein
Extremum handelt. Genauso gilt dies hier und du kannst von einem Extrempunkt bei x, = -1
a usgehen. Man bezeichnet ein solches Verhalten auch als doppelte Nullstelle oder
Beriihrpunkt mit der x-Achse. Der Teil (x - 2)° I4sst sich demnach als Sattelstelle auf der
x-Achse verstehen.

Die Funktion ist insgesamt vom Grad 6 (3 + 2+ 1) mit einem positiven Koeffizienten. Damit
ist der Globalverlauf gegeben: f(x — - )=+ und f(Xx — +) =+

Wie du bereits weilt, kann eine solche Funktion bis zu fiinf Extremstellen aufweisen. Von
einer wissen wir, dass sie bei x,,= -1 ist, die andere Extremstelle ist eine doppelte
Extremstelle in Form einer Sattelstelle bei x,., = -2, sodass noch zwei Extremstellen (ibrig
bleiben. Mit diesen Informationen, die aus der Funktionsgleichung unmittelbar
herausgelesen werden konnen, ergibt sich, dass zwei normale Extremstellen
zwangslaufig in dem Bereich zwischen -1 und 2 liegen missen, um alle genannten
Kriterien fur den Verlauf zu erfiillen.

Selbst skizzieren, vergleichen mit Plot-Ergebnis.

L
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Arbeitsblatt 05: Extremwertproblem

Aufgabe 1
Flacheninhalt des Dreiecks: A = f{x) x A = (—05x" 4+ 2) - x = —0,5x% + Zx
maximaler Flacheninhalt bei Hochpunkt, Bestimmung des Extrempunkts durch

Nullstellenbestimmung in der Ableitung

A(x)=-15x%+2 0=-15x%+2 Xg = 1J§= +1,15

Uberpriifung durch zweite Ableitung nicht nétig. Wir kénnen anhand der Skizze davon
ausgehen, dass der positive Wert zu Punkt B gehért. Koordinaten: B(1,15 | 1,34)

Aufgabe 2

Minimale Oberflache bei gegebenem Volumen:

0= 2nr® 4 2urh

V=mnr*h=500cm® — h=fw;‘“ . einsetzen in Oberflache

500 1000
0= 2nr1+2°rrr-—== 2nrd + ——
mr r

1000

0'(r) = 4mnr— -

0(r) = 2nr? + 222

1000

31000
l} - 41'I:rup, -E:- —

0=4mri, — 1000 = rop = S =43cm — h=86cm

™

optimales Verhaltnis: .—':=§ bw. Durchmesser zu Hohe ist 1:1
. 32V v v
Andere Volumina:  rope = [— h—;—'!—vg
(%)
sy (3w
3
B _EAE) 2.,
h v Tv T2
()
4m
Aufgabe 3
Q (1,87 ; 3,5)

mit d2 = (x —a)? + (f(x) —b)? als Zielfunktion fiir den Abstand.
Das Dreieck muss folgendermafen eingezeichnet werden: Es geht vom gesuchten Punkt
auf der Parabel senkrecht nach oben bis zur y-Héhe 4 und dann horizontal zur y-Achse.

Arbeitsblatt 06: Funktionssynthese

Aufgabe 1

=0 f=-3 f-1D=0 (05 =0

4 Bedingungen bendtigen vier Parameter — Polynom dritten Grades

fix) =ax?® +bx®+cx+d
f'(x) = 3ax* +2bx + ¢
f*'(x) = 6ax + 2b

f'(0)=0=6a-0+2bh — b=0
ffi0)=-3=3a-042:0:04¢c = c=-3
F05)=0=3-a-05+2:-0-05-3 - a=4
f(-1)=0=4-(-1"+0-(-1)2=-3-(-1)+d =

f(x) =4 =3x+1

Teil 3
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f(-2)=0 F(-2)=0 F1)=0 (1)>0

f(-2)=a-(-2)*+b-(-2)?+c-(-2)+d=0 - 0=-Ba+4b—2c+d
f(-2) =3a-(-2)*+2b-(-2)+c=0 — 0=12a—4b+c
f(1)=3a-(1)*+2b-(1)+c=0 - 0=3a+2b+c
f'(1)=6a-1+2b>0 —zB: 6a+2b=1

1 1 1 1
—;-;h = 0=2—1b+2b+c = c=-b-2

0=12(3-3b)-4b+(-b-3)=2-9b —» b= > a

1]
&=

=
10
- f=—§ -> d=—?

Funktion 3. Grades — 4 Parameter maximal;

Extrempunkt1:  f(1)=4 f(1)=0

Extrempunkt2: f(-2)=5 f(-2)=0

Auf dem ersten Blick okay, weil genug Informationen vorliegen, aber nicht
moglich, weil Tiefpunkt nicht héher liegen kann, als Hochpunkt !

Funktion 2. Grades — 3 Parameter maximal;
aber: kein Hochpunkt bei f(5) = -2 mdglich, wenn Nullstellen vorhanden
nicht méglich!

Funktion 4. Grades — 5 Parameter maximal;

Sattelpunkt: f0)=4 f(0)=0 f"(0)=0
Nullstelle: f(2)=0
Hochpunkt: f(3)=0 f'(3)<0

6 Bedingungen, nicht mdglich (auch wegen Globalverlauf)!
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Aufgabe 1

Folgen, Reihen und Grenzwerte

a) a =2 az=15  a;=1125 a,=0,84375 a; = 0,6328

b) a;=10 a; =20 az =40 a, =80 ag = 160

Arbeitsblatt 01: Arithmetische Folgen

c} & =100 a, = =300 az = 900 a; ==2700 ag = B100

Aufgabe 1 d a =5 a=-25 a3=125 a,=-0,625 as = 0,3125

a} a;=1,5 a: =0,75 az =10 ay =-0,75 ag =-1,5

b} a; =191 a; =207 a;=223 a,=239 a;=2055 Aufgabe 2

_ 5l _ 39 _ _ 15 _ 3
c) 4 =35 4 = o= a3 == Ay = = a5 =

#) @, =100 (-3)"" b) a,=12-(-0.25)"" ) a, =15 4
Z8

Aufgabe 3

Aufgabe 2
a, =25000-1,025" a =a_ -1,025"
16

aja": 24+ n-28 b_}ﬂn:?—n-s E}an:_4.5+n'2

Aufgabe 4
ca. 7% gehen verloren. a, = 93 - 0,93™" bzw. a, =100 - 0,93"

Aufgabe 3
a,=0+n-275 a,=a , +275

Aufgabe 5

arithmetische Folge ergibt sich wie eine lineare Funktion. geometrische eher wie eine

E I ] ] 1 1 ] ]
8, | ' ' | ' ) )

I
L]
1 i 1
o OO0 P e e e e e ) e e )
[ ] i i ' i

]
i

Exponentialfunktion
T R R PR S R .

Arbeitsblatt 03: Arithmetische Reihen

- o ol o o ol

Aufgabe 1

Es kénnen 22 Reihen Ubereinander gestapelt werden.

T ';35'='[5.;T3?5] """"""""""""

C ey R (3825
n=22 d=-2  a, =44

sn=Z[2-44+(22-1)- 2] =506

e W
-
Y S——
-
- =8
—
=l

Insgesamt wurden 506 Dosen verbaut.

Arbeitsblatt 02: Geometrische Folgen
Klasse 11,1 - Oberthema D

Teil 3

Teil 4|
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s, = %[z-su{lun—l]-z} = 15000
n =60 d=3 a; =15

5, = 52—"[2-15+[6n—1]-31=6210

Zu den 6210 Metern miissen nun noch die 500 Meter eingerechnet werden.
Hohe = 500m + 6210m = 6710m
Er muss das Flugzeug aus einer Mindesthéhe von 6710 Metern verlassen.

Arbeitsblatt 04: Geometrische Reihen

n = gesucht q=>5 a, =4 5, =3124
Sa=4- T2 =3124 e n=
n=10 q=4 a; =13

0_
S, = 3+ — = 1048575

Nach 10 Stunden wisste also spéatestens die ganze Schule Bescheid.

Bei einer Folge wird ein Wert bei einem beliebigen n aus dem n-1 Glied bestimmt. Bei
einer Reihe hingegen, werden alle n Werte aufsummiert.

Diese Reihe hat den Grenzwert 1.

Arbeitsblatt 05: Eigenschaften von Folgen

n 1 2 3 4 5
ay 1 1/2 1/3 1/4 1/5

Die Werte werden immer kleiner, der Abstand zwischen den einzelnen Werten jedoch
auch. Daher kann vermutet werden, dass es eine untere Schranke gibt.
a, = z ist monoton fallend und beschrankt mit der unteren Schranke s = 0.

n

n 1 2 3 4 5
ap 34 a8 19/12 3316 51/20

Die Werte werden immer gréRer und auch der Abstand zwischen ihnen. Daher wird
keine Schranke vorliegen.

2n+1 . . .
a, = o ist monoton steigend und nicht beschrankt.
n
n 1 2 3 4 5
ap 3 58 72T | 9/64 11125 |

1
24=
Wie auch bei a) werden die Werte immer kleiner, a, = —zﬂ ist monoton fallend und
n

nach unten beschrankt mit s = 0.

i _ 2(n+1)43  2n+3 _ Zn(n+1)+3n=2n(n+1)=-3(n+1) _ -3
dpy1 —dp = - = = '
n+1 n nin+1) nin+1)

Die Differenz ist negativ, das bedeutet dass jeder folgende Wert kleiner wird, daher ist
die Folge monoton fallend.

Far die Untersuchung kénnen verschiedene Ansatze gewahlt werden, am einfachsten
ist es eine Wertetabelle zu erstellen.

n 1 2 3 4 5
3/2 1/4 1/2 1/8 3/10

ap

Die Werte werden abwechselnd gréRer bzw. wieder kleiner. Es liegt also keine
Monotonie vor. Insgesamt werden die Werte aber immer kleiner, daher ist davon
auszugehen, dass eine untere Schranke s = 0 vorliegt.
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Arbeitsblatt 06: Grenzwerte von Funktionen

Arbeitsblatt 08: Grenzwertsatze

Aufgabe 1 Aufgabe 1
3 i .1 1
a)g:() b)g:ao c)g:i 3} ’El_.l‘gﬂn:m-i-;:{}"';
b} lima,= % +5=0+4
Aufgabe 2 o s
aja bla=e  c)a,=e ¢) lima, =2+ =1t
Aufgabe 3
5 Aufgabe 2
e Bl e =it =00 Bl e =0 D4
nl--tcr! 7 anen? | 34m .-.'T.—,' " mend® ' Yaen 'I'J?"'.':;“ = ;
- . . c) lima, =——=10
Arbeitsblatt 07: Grenzwerte von Reihen nse M Bp?e3
Aufgabe 1
7 16 Aufgabe 3
a) Kein Grenzwert q=2>1 b) > c) 3 d) Kein Grenzwert —_—
m -
a) .E'..“i("'r“"' 2}—11_9;[2\;’-) =w=2w==0 b) %‘ﬂ»‘“}'ﬁﬁ“"T 1
Aufgabe 2
Sy = 2 Q‘;; bzw. £, 05 - @n Arbeitsblatt 09: Grenzwerte bei Funktionen fiir bestimme X-Werte
5
Aufgabe 1
Aufgabe 3 43
260 = s
e
v X x=29 Xo1 = 3 x=31
Quotientenkiterium: lim [222| < 1 fx) Mt f(x) = £o0 ==
M=eza | A
1 X =49 Xgz =5 x=51
S [ Vil O L. - O N R D T N f(x) f(x) = —41,6 f(x) = oo f(x) = 38,6
n.‘.‘%l 1 I_|I[n+1]—2“*1|_|(n+1]-2“-2|_|{n+1}~2| Izn+z 2|
n-20 , 1
1 ) flx) = x"‘-l-zx = iz
=l—|=5<1
|2"‘“| 2 X xi=-21 Xgq = —2 x=-19
= =1 = =1
Das Quotientenkriterium ist erfillt, die Reihe konvergiert. f(x) o 0 fx) = $eo (&) 0
Teil 1 Teil 2| Teil 3
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X2 =0
<) f(x) = (X—3}x+7)
X x=29 Xpp =3 x=31
f(x) f(x) = 0.6 f(x) =06 f(x) = 0.6
% x=-69 Xz = =7 x=-71
f(x) f(x) = -39 f(x) = foo f(x) =41
o X=8  [x=3){x+3) _ x+3
fix) = (x=3)(x47)  (x=3)(x+7} x47T
Aufgabe 2
Zunichst erstellst du eine Funktion der Form f{x) = #{?—’-’J Damit hast du die Lage
der Pol und Nullstellen festgelegt. Dabei fallt dir aber bestimmt auf, dass die Vorzeichen-
wechsel noch nicht stimmen. Dafiir muss die zweite Polstelle quadriert werden. Zwischen
den beiden Polstellen kannst du noch eine Nullstelle einfiigen, damit der Verlauf stimmt.
Dazu kannst du zur Veranschaulichung noch einen Vorfaktor angeben. Das Ergebnis
. S . 1002} (x=6)
sieht dann Zum Beispiel wie folgt aus: f{x) = TR
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Klasse 11,2 - Oberthema A

Differenzialrechnung

Arbeitsblatt 01: Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Aufgabe 1

Xunsterig = [—3.5; —1}
Knichediftbar = [—3.5; =2,5; =2; =1; 0; 2; 3; 4]

¢ f(x) fiir x=< =35
B(x)fir -35=sx<-25
fx)fr —25<sx< -2
R fiir-2=sx< -1
glx) =+ Ffx)fir-1<x=0
G fird<x=2
RXIfir2<x=<3
fgx)fird<x=<4
X fia () fiir 4 = x

Aufgabe 2
zB.
05x+2 fiir s =2
1 fiir —-2<x=1
_ 0 fir 1<x<3
fx) -3 fir 3<x<4
-éx flir 4<x
y“
51 .
: : Lo
/71—‘. Lo
. 3 11
——t ——
3 2 A 12 3 ,4 50X
1T [
1 1
-2 1 1 1
1 1
3+
44+
5=+

|Tei| 1 I!|!Teil 3|Tei| 4|

Aufgabe 3
Funktionsabschnitt g(x) fur 1< x <2
damit stetig: g(1)=f1)=3 und g(2)=1(2)=1

differenzierbarbeix=2: g'(2)=f(2)=0

- Funktionsabschnitt kann keine Gerade sein (weil Steigung gleich null ist bei x = 2,
aber Hohendifferenz zwischen den Abschnitten)
— einfachste bekannte Losung ist Parabel (mit Scheitelpunkt S(2|1), da dort Steigung

Scheitelpunktform:  g(x) =a-(x—2)%+1

a bestimmen: gi)=3=a-(1-2*+1 = a=2

x+2 fir x=1
t’[x]={2-(x—2}2+1 fiir 1=x<2
1 fir 2<x

Arbeitsblatt 02: Nullstellensatz und Intervallhalbierung

Aufgabe 1

(o
o

N
S,
X

m, =
m, =

m, =25
m, = 2,75




S¢

Aufgabe 2

f(1)=-1%"+4-13-12+1=3

+.

f(5) = =5 +4-5% =52 + 1 = —149
m1=1w:_"-z=%=3 flm =3)=-3*+4-3*-3241=19
mp ==y flm;=4)=—4"+4-4 -4 +1=-15
my =22 =323 f(m; = 3,5) = —3,5* + 4-35° — 3,52 + 1 = 10,19
f(m, = 3,75) = —=3,75 + 4-3,75° = 3,752 + 1 = 0,12

2
m, =220 3‘—’;‘ =375

f(mg = 3,875) =...= —6,74
f(mg = 3,8125) =...= —3,14

2

mg = 24204 = 37258 = 3875

_ Agths _ 37543875 _
- -Liz ==———=138125

Nullstelle liegt in dem Intervall [3,75; 3,8125].
Damit ist die Nullstelle auf eine Nachkommastelle genau eingegrenzt, denn
3,8125-3,75= 0,06 25 < 0,1

Arbeitsblatt 03: Newton-Verfahren

Aufgabe 1

f(x) = -x*+ 4x3- x2+ 1
f'(x) = -4x3+ 12x2 - 2x

Aufgabe 3

Gesuchte Funktion lautet: flx) =x* =100

da die Nullstelle dieser Funktion das Problem I6st: 0 = xj — 100 — 100 = xj — {100 = x,

z.B.[0; 10], da 10° = 100 < 107 , aber es
Igsst sich noch besser eingrenzen z.B. mit
[3;5),da3® = 27 < 100 < 5% = 125

Geschickte Wahl des ersten Grenzintervalls:

Start der Berechnung:

n g ba ﬂ::] fi(b) Mp 41 f(mpeq)

0 3 [ 73 25 4 36

1 4 [ 38 25 4,5 8.9

2 45 [ 29 25 47E 7.2

3 45 4,75 29 7.2 4,625 A4

4 4,625 475 1,1 7.2 46875 3
Ergebnis:

4625 < Y100 < 4,6875

n 0 1 2 3 4

X 5 4,29 3,90 3,77 3,75
fix) -149 -40,35 -8,34 -0,78 -0,01
f'(x) -210 -103,6 -G2,65 -51,14 -49.9

n 0 1 2 3 4 5 (53

x 3 6,17 5,06 4,33 3,92 3,77 3,753
f(x) 19 545,12 | -162,64 | 44,50 |-948 |-087 |-0,01
fi{x) -8 -494,02 | -221,7 |-108,35 | -64,29 |-51.44 |-4991

- bei Bestimmung der Nullstelle auf eine Nachkommastelle genau liefern beide Startwerte
als Ergebnis x, = 3,7

- obwohl der Startwert 3 dichter am Ergebnis liegt, braucht es (aufgrund der Gestalt der
Funktion) hier mehr Schritte (n = 6), bis die Nullstelle ausreichend genau ermittelt wurde

- der Startwert 5 liefert bereits nach 4 Schritten ein sehr genaues Ergebnis (auch der
Funktionswert mit f(3,75) = -0,01 deutet bereits darauf hin, nicht nur die kleine Anderung
des x-Wertes von einem zum nachsten Schritt)!

- Im Vergleich zum Intervallhalbierungsverfahren von Kapitel A02 Ubung 2 gelangt das
Newton-Verfahren ebenfalls schneller und genauer zum Ergebnis (dort 6 Schritte)

Aufgabe 2

M) = s 2

|Tei| 1 Iii|HTeil 3|Tei| 4|
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n 0 1 2 3

X 1,5 4,33 3,24 2,59
(x) 2125 | 42,81 11,93 2,95
f(x) 0,75 39 18,46 9,75

Zunachst soll der graphische Ansatz allgemein zeigen, wie das Verfahren bildlich aussieht.
Gleichzeitig erkennt man, dass der Startwert offenbar ungliicklich gewahlt ist, da die
Tangenten erkennen lassen, dass die berechneten Stellen hin- und herspringen. Dies fiihrt
dazu, dass das Verfahren nicht unbedingt konvergiert und sich sogar von der Nullstelle
entfernt. Wahlt man als Startwert 1,5 (also eigentlich unweit von 1), so konvergiert das
Verfahren. Dieses Verhalten Idsst sich auf die Extrempunkte zurtickfiihren, insbesondere
auf die Lage des Tiefpunkts zwischen den Startwerten!

Die Funktion ist eine nach unten verschobene, nach oben geéffnete Parabel. Berechnet
man die Nullstellen direkt, erhalt man als Ergebnis x, = ++/6 = +2,45. Somit befinden sich
in dem genannten Intervall zwei Nullstellen. Je nach dem, welchen Startwert man wabhlt,
trifft man auf eine andere Nullstelle. Wahlt man als Startwert 0, so wird das Verfahren
Uberhaupt keine Lésung liefern kdnnen, da die Steigung am Tiefpunkt ebenfalls null ist. Es
ist daher wichtig, das Intervall, in dem gesucht werden soll, schon vorab méglichst genau
einzugrenzen.

Arbeitsblatt 04: Funktionsverkettung

x V() uv) =)
2 2 05 0,5

15 0.25 0,667 |4

-1 -1 -1 -1

05 1,75 2 -0,571

0 2 — 0,5

0.5 1,75 2 0,571

1 1 1 1

1,5 0,25 0,667 4

2 2 0,5 0,5

Erkennbar: Die Funktionsverkettung fiihrt zu einem véllig neuen Funktionsverlauf.

p(x) = —4(x— 3)° q(x) = —4x5 -3
p(x) = sin(x?) q(x) = sin®(x)
plx)=+x+1 gx) =vx+1
p(x) = 3% a0 =5
p(x) = (logs x)* v(x) = log,(x*) = 4 - log, x
_ 1
&) =
v(x) =[x +1]
ul(v) = sin(v)
t(u) =Vu-3
o s()=t2 oder direkt  s(t) =tl,
s 1(5) =£

fix)=r (s (t ( u(v [x]})))
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Arbeitsblatt 05: Kettenregel

Aufgabe 1

A P =i (3 -2) = S
b) F'(x) = -3 cos(3x— 1)

c) F'lx) = —2x- z«f—::hs = _v.’—:hs

d) f'(x) = =5 -sin(vkx) ziﬁ _ _2,54.-:; VE

©) £/(x) = 2 (2x¢ - 303 - (126" - 3) = (18%° — 45) - V2x° — 3x

Aufgabe 2

My = 1 2 _ 1. 6w = —6x
a) Flx) = (sin{zx2=1))2 cos(3x” —1) ﬁ“'tanm!-n-sm(aﬂ-u

) =2 ‘l_ U Y SN B kN
b)f{x}—z x + 2z & axt 42x 4

c) F'(x) = —sin((—x% + 2)*) - 3(—x% + 2)? - (—2x) = (6x° — 24x® + 24x) - sin((—x? + 2)%)

Aufgabe 3
3x+05
A=3x405=m1 - r(x)= x“
1 1
0= S - —
2m 3x+ 05 21 3% + 0.5
m m
3 3%, + 0.5
A= w7 oaen %5 =3mm ~%un =58

Es missen mindestens 5,8 Tage vergehen, damit das Wachstum weniger als 0,2 Meter
pro Tag betragt.

Arbeitsblatt 06: Produktregel

Aufgabe 1

a) F'(x) = =3 -cos(x) + 3x - sin(x)
b) F'(x) = 2Zx - sin(x) + (x* — 2) - cos(x)
c) F'(x) = cos®(x) — sin®(x)
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Aufgabe 2

a) F(x) =2x - cos(vx) - 9,5,& -sin(vx)
b) F(x) = (=(x=3)* - 4x = 3(x = 3) - 2x?) - cos(x) + (x = 3)* - 2x* - sin(x)
= (—10x* + 72x* — 162x + 108x) cos(x) + (2x° — 18x* + 54x* — 54x*)sin(;

Aufgabe 3
£(0) = %- sin(30) +4Et -cos(3) > 6

Hier muss man ein gewisses Gesplr fur das Funktionsverhalten zeigen, denn so
unmittelbar l&sst sich die Gleichung nicht Iésen. Man muss mit einigen Uberlegungen zum
Ergebnis gelangen:

- der vordere Term ;- sin(3t) nimmt im Extremfall den Wert 0,25 an, dann ist jedoch
der hintere Term 0, folglich muss das Augenmerk auf dem hinteren Term liegen
- die Extremwerte des hinteren Terms 2t - cos(3t) folgen einer linearen Zunahme mit
=t
- der lineare Term nimmt erstmals bei t,,;,, = & den Wert 6 an
- an der Stelle gilt zunachst: F'(t = t,, =8) = % sin(3 - 8) +§~B ~cos(3-8)=232
o Achtung: Taschenrechner auf Radian umstellen

- f'(t) ist definitiv > 6 beim nachsten Hochpunkt der Kosinusfunktion

= fUr tyn = 8 steht im Inneren des Kosinus' 3-8 = 24 = 7,64n, somit liegt der nachste

Hochpunkt bei 8r = 25,13 vor, das entspricht einem tyy, = 2 = 8,38

Die Funktion hat folglich erstmalig eine Steigung gréRer als 6 auf dem Intervall 8 <t . < 8,38

Arbeitsblatt 07: Quotientenregel

Aufgabe 1
' Zx(3x+7)=3(x¥-1 24 14x+
2) £ = I:;Hﬂi = :t:+:2:!+:9
x){-x*+2x x)(-3x% sin(x){-x* ([ =3xE
o) @) - R (o) o
o (1) (sin0)-4x%) - (cos(x)-20x4) (1+x:+4)
c) Fix)= E—
4) ) = R Gng _ tbdeared Skt iatune
tﬁ*h:lz :ll-!l:cl%+lm”:|:it
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Aufgabe 2
= Ixi-dx42 3 2.1 i i, 2 r ]
a) ) est=—asagrrdsy o f)acp—o
. 3xtcos{x 3 I 2x—5)=25in(xT)
b) F'(x) = 4320425
y _ tam| sn(x) 1 i T
c) flx)=""E= 00 o -+ (%)= ———" —sin(x) =
simix)} cosi{xisinix) oS X) COST(X]
_ lanix}
EDS{xN )
LIPSO T e O T SR N (PR . |
d} fr{x] - {ﬁh Sl plrt i T am &1 {x +2x7+1) _ﬁls+ﬁ¥z Ix¥ i exFeax?
"y LESES TP
Aufgabe 3

Wir kénnen den genannten Zusammenhang nachweisen, indem wir jeweils einmal streng
nach beiden Ableitungsvorschriften vorgehen und dabei zum gleichen Ergebnis kommen.

3x?

- = 2. - 131
f(x) e =1 It (2x—-1)
Cluotientenregal:
6x-(2x—1)—(3x*-2)  6x Gxt

F'(x) =

(2x - 1)? T(2x-1) (2x-1)?
Produkt- und Kettenregel:

6x fx®

(2Zx—1) (2x—1)?

Arbeitsblatt 08: Parameterstudien und Ortskurve

Aufgabe 1

f(x) = 6x-(2x— 1)+ (—(2x—1)"*-2-3x%) =

eedemwen
¥

presndesmsnbersedernembhen
1

1 1
I{ﬂﬂﬂﬂ—m‘xs+ﬁn{a]'xn - ﬂﬂln(—m'}tﬂ+mnfﬂ})
1 1
0= -m‘xﬂ +tanfa) - m-xn=mn{a] = Xg = 20 cos*{a) - tan(e)
xg(a) = 20 - cos®* () - tan(e) = 20 - cos*(a) -% = 20 -cos(a) - sinfa) soll maximal werden

Es sollte einem aber bekannt sein, dass die Multiplikation der beiden Winkeltfunktionen
genau dann am griBten ist, wenn beide gleich sind. Also bei 457,

Oder aber man bestimmt die Ableitung und setzt diese gleich null, um einen Hoch- baw.
Extrempunkt nachzuweisen:

xpla) = 20 - (= sin*{ag) + cos®(ag)) =0 = sin*(ag) = cos®(ag) = ag =45°

Auch hier muss man die Verldufe der beiden Winkelfunktionen kennen, um zu wissen, dass
sie bei 45° den gleichen Wert annehmen. Somit wére auch die Annahme von oben bestatigt.
Als Nachweis noch einmal die Wurfweite fir 45%  xg4¢- = 20 - cos?(45%) - tan(45°) = 20-

(%)2-1=1u

Aufgabe 2

(%) = 2x* + 3bx® — 12b%x

F"(x) = 6x® + 6bx — 12b?

2 '
0 = 6xZ + 6bx,, — 126> = 0=x +bx, —2b* = xm‘z=—;:|: %+2b3=—;:|:-:

Xwi=b  Xuz=-2b

b=x,undb = "‘_2"1 Fallunterscheidung zwischen den beiden Wendepunkten, s. unten

1 9
f(Xy1) = Exﬁ,l + Ky Ny — By ZX2, = _Ex:ﬂ

- bei einem positiven b, liegen alle Wendepunkte mit positiver x-Koordinate auf dieser

X,,1-Kurve, die anderen liegen auf der anderen Kurve

1 —Kwz —Kwzy 3
[y 7 N s, - F R
[y h + 5 X 6( > ) X 5 Xw

- bei einem positiven b, liegen alle Wendepunkte mit negativer x-Koordinate auf dieser
xwz-Kurve, die anderen liegen auf der anderen Kurve
- bei einem negativen b andert sich dieser Zusammenhang. Dann liegen alle Wendepunkte

mit positiver x-Koordinate auf der x ,-Kurve
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Apechteck =a-b  U=2a+2b  Verhaltnis von a und b: “=q-b=q-a

u
U=Z2a+2ag=2a-(1+q) = a=2+2q
u u u 3 -
ARechteck Stz Tz -4 '{zfzq) Fiir g gilt: D<g=1

Der Parameter q liegt zwischen 0 und 1 und kann nicht gréRer als 1 sein, da ein Parameter
von z.B. 2 auch durch q = 0,5 abgedeckt wird (es ist egal, welche Seite die langere ist, ob
a oder b, das Rechteck bleibt das gleiche).

Verschiedene Mdéglichkeiten, das Verhaltnis mit dem groRten Flacheninhalt zu bestimmen

- eigentlich Maximum der Funktion berechnen durch Nullstellenbestimmung der Ableitung
(ist hier mathematisch etwas schwierig)

- graphisch I6sen

- ,Ausprobieren® durch Einsetzen verschiedener Werte

Wir I6sen mit letzterem:

q 02 04 0.6 0.8 1,0
A 0,035 U 0.05 U 0,059 L2 0.062 L? 0.0625 U?

Ein Verhaltnis von 1 liefert den gréRten Flacheninhalt bei gegebenem Umfang. Bei diesem
Verhéltnis handelt es sich um ein Quadrat, was auch die logische Figur fir maximalen
Flacheninhalt eines Vierecks ist. Auch die steigende Tendenz der Werte untermauert
dieses Verhalten.
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Aufgabe 3

Berechnung der Reisegeschwindigkeit:

Klasse 11,2 - Oberthema B

Integralrechnung

1 1
120 km = =+ 5 min - Vpgige + 55 Min: Vesee + =5 Min - Vpgige = 5 MiN: Vigee + 55mMin - Vigige
— I - 2 2
| —
= 60 min - vigse

Arbeitsblatt 01: Momentane Anderungsrate Vreise = 2% = lzukTm

Aufga be 1 Entweder kennt man das ,Dreiecksverhalten® beim Beschleunigen bereits aus Aufgabe 2,
o ) ) dann kann man direkt die Gleichung aufstellen, oder man muss sich zunachst eine Skizze
Beispielhafte Flachenunterteilung: zur Veranschaulichung erstellen. Vermutlich macht man beides parallel.
Olrcknesmangapbi | | 11D [ coscividghen i | | 5
".r'.r'I?ﬂ"Ir':".r'Ir'.r"'1'1.".|"":":";":".":"!":'""'r'.'"'1.'"."!'1."-"!"!"!"- .“......;.....:.....:......_:.....:......:.....1'.....;....._:...........'r.....'.........
i S 1 R S T T S A - Vo 2 F ; H
e Bl ——y e D o LA A AL S R . ' ; ;
ror v R T P, 1 4 - !
400 8 ] o ' ;
- " v ¥ ' o-. j ........... T . CA S O R T
R 1 AN e ] ’ :
g ! W EENEEEREEEENER I i i 0 L ot e ISRl prat S L, Wy iy Loty RSy A peigd O
2 ! |a Ed 4 L] a mw LF] L) "% i @ on 4 FL I k) E E ! :
Ay=2h-2001/h= 4001 Ay =3h-6001/h = 18001 §C r 2w 2w ® B = a = = = =
A...—;‘\..—dr[l[ll A.,-.,-=A"=13I.'Iﬂ| P _:: ___________ :r __________ ,r _____ :______é, _____ :_ _____ i_____; _____ :_ _____ b
Ay=12h-8001/h = 96001 ' : ] i ' ' i : : ! '

Gesamtfliche Age, = L' A; = 140001 )
Arbeitsblatt 02: Ober- und Untersumme

Aufgabe 2 Aufgabe 1

I f J' Die Werte der einzelnen Stellen der Funktion kannst du entweder ablesen oder ausrechnen.

| ' i Beispielhaft ist in der Graphik die Untersumme mit einer Intervallbreite h = 0,5 dargestellt.
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T P § ¢ & &omeoam et m | o : ' b1 P
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Aj=20s5-4m/s=80m A.;=;-35-3m;’5=4.5m ) | ) ' ' )
Apy=6s-3m/s=18m Ay=;-2s:3m/s=3m i b
Gesamtfliche Ages = T A; = 105,5m 05 jees 1 oas 228 3 a8 e
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Intervallbreite h = 1:
Untersumme A;=2-1+3-1+10-1=15
Obersumme Ay=3-1+10-1+29-1=42

Intervallbreite h = 0,5:

Untersumme

A,=2-0,5+2,125-0,5+3-0,5+5,375-0,5+10-0,5+ 17,625 - 0,5 = 20,0625
Obersumme

Ap=2,125-0,5+3-0,5+5,375-0,5+10-0,5+17,625-0,5+29 - 0,5 = 33,5625

Ober- und Untersumme ndhern sich an, wenn die Intervallbreite verkleinert wird. Das
Ergebnis wird dadurch genauer.

wf -t E
¥ ‘ i
8 ! i
8 I i
4 L =¥
2 '
a ' ' i i ' A
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=
[
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=

Ap=38-1+57-1+64-1+65-1+66-1+73-1+92-1=455Nm

y !
e e T B e
' EDEC ! | !
G . :
w i :
B SN S 1 I (] 0 S T R LA I A
0 H ;

A;=0-1+38-1+57-1+64-1+65-1+66-1+7,3-1=36,3Nm

Fir Intervalle mit einer Rechtskrimmung ist die Obersumme ndher am Realwert. Fir
Abschnitte mit Linkskrimmung dementsprechend die Untersumme. Kann man in einer der
Graphiken aus b) und c) auch nochmal zeigen. Wird bei kleineren Intervallbreiten jedoch
noch deutlicher!

Apg=38-1+57-1+64-1+65-1+6,5-1+6,6-1+7,3-1=428Nm

Entscheidend fiir die Genauigkeit der beiden Summen ist die Intervallbreite h. Wird diese
unendlich klein kann eine exakte Fléche berechnet werden.

Die Starke der Krimmung der Funktion hat einen Einfluss, ob weniger oder mehr Intervalle
benétigt werden flr eine ausreichend genaue Bestimmung der Flache.

Arbeitsblatt 03: Flacheninhalte bestimmen

on=t [ )+ O+t (n- )]

4 16 :
Op === [1P+2%+... 4+ 0]
—ﬁ-"“””"2“+1]—-£+ '—ﬂ.r 2
Op=e ===+ 2n+1) =252+ 2n+n+1)
im0 =73
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Aufgabe 2

Obersumme:

0 = % [1 -} (2-%)3+.,,+(n-%)3]

-[n+1]2—

On =232 [1342%+...+ 07
0, = 8. miti? _ o3
n nt 4
. 625
3, 0n =5
Untersumme:

62!

“(n® +2n+1)

i G R GE RIS

“(n- 1)2—ﬁ[n2 —2n+1)

u, =;'—'[03 + 1%+ ...+ (n—-1)%
=5, 125 (n-1n?

Un = n w 4 4n2

lim 0, =2

M=

Bei beiden Grenzwerten erhéltst du das gleiche Ergebnis.

Arbeitsblatt 04: Integralfunktion

Aufgabe 2
a) F(x)=2x*-7x
b) F(x)=3x*+17x

c) F(x)= ’—-:xz +21x

Aufgabe 3
E
s [km]
% [min]
2 o 2 4 B B8 10 12 14 18

In den Abschnitten in denen ein konstanter Wert vorliegt, muss eine lineare Funktion entstehen.
Aus den Geraden wird eine Parabelform mit Rechtskrimmung.

Aufgabe 1
/ Aufgabe 1
I=a-c'x ) F(x) = 2x° - 3x°
ax

1. 8_9.9

AL lI=1/2-ax-x=1/2-aX* b) F0 =55t - 32
T C) F(x) = —Tx’ + ?x‘
v e d) F{x}=ix‘2

e) Fx) = -%x‘3
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Aufgabe 2 Aufgabe 2

f(t) = ~7(x~5)"+75  Anwendung: F(x)==-U(ax+Db) W) =sin)  mitG=0

=7
FO =~ 5)° +75x+C :

Alternativ:

Mit: (a — b)* = a* — 4a%b + 6a°b® — 4ab® + b*

e - Fp—
Cav=—r
Cl

f(£) = =7(x — 5)* + 75 = =7(x* — 20x* + 150x* — 500x + 625) + 75

f(t) = =7x* + 140x% — 1050x? 4+ 3500x — 4300 : ;
F() = —2x° + 35x* - 350x7 + 1750x% — 4300x + C ; ; . A(t) = —cps
Arbeitsblatt 06: Graphische Herleitung von Stammfunktionen
b)bt)y=cos(t)y mitC=0
Aufgabe 1 . . . . . .
intervalle/Null-/Extremstelien Stammfunktion : : i bft) =icos(t) :
Intervall | Positive Steigung T H ' H ;
Nullstelle x,, Maximum :'\_“ : ; :
Intervall Il Negative Stel AN ; :
Minimum x, Wendepunkt R/IL : Y :
Intervall Il Megative Steigung : 1 :
Nullstelle x,. Minimurm '
Intervall IV Positive Steigung H - Y . - H
Maximum xg, Wanﬂap;nktuk Y SR S ot S R S S
Intervall V Positive Steigung i . i : i : : P ) :
Nulstelle x,; Maximum oo b b b B(Y) s sinfy
Intervall Wi Megative Steigung
Minimum xg, Wendepunkt RIL
Intervall Vil Megalive Steigung 1
Mullstelle xg, Minimum c)c(x)= X
Intervall Vi Positive Steigung _ _ _
F(x) = 2x° — 1,5% + 10x +C g | SO S O S ,
L[!} = —i | | i
§eniess g —— P e e e friabeiios raalaliad th cuies S
L C(x) = In(x)
Bf=resanns fresrnass e Fiarssass e pe e e frarsansid snraens thesmmags frraeas
C 0 ‘E :: E E‘ I _J:_.....--.:.--H—“':.I. 4 _“":l"“‘"
-\ [] n.lz n:; __!j....---ﬂ"' 1 1.2 14 15 18 2 ,.'
% : .,,.""':.‘.—. E | : : : i
/F \\_/ \_/ ] .._..?..f.'_r.'... ;_ CREN FEI i Sl e i S L = -l
2|
g
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Aufgabe 3

Die Steigung der Funktion muss gleich den Funktionswerten sein, damit gilt:
f'(x) = f(x)

Es diirfen keine Nullstellen und Extremstellen vorliegen.

Die Integrationskonstante muss 0 betragen.

Arbeitsblatt 07: Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Aufgabe 1

a) 1% —ax*+3x3 + 17 dx = —70383,75
b) [{°3(x—2)> -7 dx =450
c) [279x% 4 1/100x° — dx* + 2dx = ~74841,56

Aufgabe 2
G(x)=F(x)+C
b
I fx)dx = [G(x}]: = [F(x} — €3 = F(b) — C — [F(a) — C] = F(b) - F(a)

Die Integrationskonstante fallt beim Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung weg.

Aufgabe 3

Gesucht ist die Flache oberhalb der x-Achse. Dafiir musst du die Nullstellen entweder ablesen
oder berechnen.

tpy = 5,1 und ty; = 14,9

1 ~05(=10)%+ 12dv = 78,38

Es wurde also insgesamt ein Weg von 78,38m zurlickgelegt.

Arbeitsblatt 08: Flachen zwischen Graph und X-Achse

Aufgabe 1

Xgq =2 X2 =559 x5 =841
Positive Flache:

L =5 —x* +31dx = [ % — 15x + 75x — 125 — x? + 31 dx

=[xt -2+ Bz mom
-Lx‘ T X+ ok — 94

3

= 244,11 — 931,61 + 1171,8 — 525,46 — (4 — 42,67 + 150 — 188)
= 35,51

Negative Fléche:

Kannst du analog berechnen, du musst nur die Grenzen andern.
B4 7 841
Folx-5P - +31dx = Ex“ —?x* +?"'xz -941]

559

= 1250,62 — 31724 4+ 2652,3 — 790,54 — (244,11 — 931,61 4+ 1171,8 — 525,46)

= —18,86
Gesamitflache:
A= [ )dx — [Tay fx)dx = 35,51 — (~)18,86 = 54,37
Aufgabe 2
a) &t
v(t)

B

4

]

g

= ([ B § L] L] 8 " L} 4 W@ B W 17 LR

ti
-4

-5

Zur Bestimmung der Wassermenge muss der Betrag des Integrals bestimmt werden.
%1=0 X2=12 Xo3= 24
Konstante Faktoren kannst du auch vor das Integral ziehen und am Ende damit multiplizieren.
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Positive Flache:

12
Jy? 0,01(F - 36t + 288t) dt= 0,01 [}t* — 12¢% + 1441:2]“

= 0,01 [5184 — 20736 + 20736 — (0)] = 51,84

Negative Flache:

24

24 1
f 0,01t — 36t + 288t) dx = 0,01 '[Z tt =123 + 144:21
1

F] 12

= 0,01 -[B2944 — 165888 + 82944 — (5184 — 20736 + 20736)] = —51,84

Gesamtflache:

A = [2v@©de - [3'V(Dde = 51,84 — (-)51,84 = 103,68

In A hast du bereits gesehen, dass beide Flachen oberhalb und unterhalb der x-Achse gleich
grol} sind. Das bedeutet, dass gleich viel Wasser abgelaufen ist, wie zugelaufen ist. Du
kannst aber auch das Integral Giber das komplette Intervall bestimmen:

24
Jy" 0,01(8 — 36 + 288t) dt = 0,01- [;t* — 1203 + 144:2]“J
= 0,01 - [B2944 — 165888 + 82944 — (0)] = 0

Der Wasserspiegel ist am Ende des Tages der gleiche wie am Anfang.

Zunachst Integration im Intervall [-5 ; 0]

Links nach rechts:
501 - 25x)dx = 0,1+ [;x* =% 2]0
_eD.1(x xK)dx = 0, 2 X 3 X .

=0,1-[0-(156,25 —312,5)] = 15,625

Die Flache oberhalb der x-Achse ist wie erwartet positiv!
Rechts nach links:

-5 1 25 217%
Jy 2010 — 25)dx = 0,1+ [Fx* '?len

=0,1-[(156,25 — 312,5) — (0)] = —15,625

Die Flache hat durch das Vertauschen der Grenzen ein negatives Vorzeichen.

Integration im Intervall [0 ; 5]
Links nach rechts:

b 3 = iy _25.2)°
Jy 010¢ - 259dx = 01+ [;x* = 2]

={,1-[156,25 — 312,5 = (0)] = — 15,625

Die Flache unterhalb der x-Achse ist wie erwartet negativ!
Rechts nach links:

o
J5 016 - 259dx = 01+ [1x* = 2]

=0,1-[(0) = (156,25 — 312,5)] = 15,625

Die Flache hat durch das Vertauschen der Grenzen ein positives Vorzeichen.

Bei Integration von links nach rechts werden Flachen wie gehabt positiv gezahlt, wenn sie
oberhalb der x-Achse liegen. Flachen unterhalb hingegen sind negativ. Beim Vertauschen der
Grenzen wird jeweils das Vorzeichen gedndert.
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Arbeitsblatt 09: Flachen zwischen zwei Graphen

5]
.4~:+5-3-z.s-zr/-r£-1-us 0 0% 1 1% 32 28 3 35 2 4% % B8 B 4%

Berechnung der Schnittpunkte C und B:
x*=3x+4
¥*=3x=4=0  P-Q-Formel

Flacheninhalt A:
A= ﬂ‘ f(x)dx = j'ji glx)dx
= ! 3x+ade— [0 x?dx

- Exz + -hclil - Eﬁr_!

=[24+16-2+4] = [Z-(-3)]
== -3=20833

Zunachst Funktionen skizzieren wie in der Graphik, um den Sachverhalt zu verstehen. Der
Funktionsverlauf I&sst sich gut aus der Gleichung ablesen:

-V, (t) ist eine Parabel, die auch in Scheitelpunktform angegeben ist
-V, (t) ist in Linearfaktorzerlegung gegeben, sodass sich Nullstellen ablesen lassen

V, (t) wird durch den Parameter d in y-Richtung verschoben. Gestrichelt ist die
Ausgangsfunktion gezeichnet.

Durch die Zusatzinformation in der Aufgabenstellung muss man sich zunéchst bei der
gestrichelten Funktion V, (t) klar machen, dass hier graphisch keine korrekte Fléche
zwischen den Funktionen vorliegt, sondern das Vorzeichen umgekehrt werden muss.

-

O

[
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[
¥
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.._1:.__
i
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Daraus ergibt sich die gegebene Ansicht, zu der die Integrale aufgestellt werden missen:

7
A=351]l]=f

2 T
—50t* + 350t +d dt-j 3P =276 + 42t dt + (-l}j 3t =276 + 42t
L1} 2

1]

Auch hier muss man sich mit der Vorzeichenregelung beim Berechnen von Integralen
auskennen. Selbstverstandlich kann man die hinteren Integrale zusammenfihren. Mit
geubtem Blick ist schnell ein Ergebnis zu bekommen (oder z.B. direkt V, (t) nehmen, dann
ist aber die Flache graphisch nicht direkt zwischen den Kurven zu erkennen).

7 7
A:I —50t% 4+ 350t + d dt—f 3 — 276 + 42t dt
v] 0
7 7
- [-Etﬂ- +175¢2 + dt] - [Et’f —ot3 +21t2]
3 o 4 o
=(-53—°+343+1?5~49+d~?—{}}-(§-24m—9~343+21-49-n)

- “f:” +7d = 3500

7d = 35%—% = 384,42 d=549
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Aufgabe 3
A=+ 7de— P4 +2dx
= §x3+?x :—Ex3+2x]:

43 A3 43 .3
=3b*+7b—za*-T7a 3b3 2b+3a*+ 2a

=7b—-7a—-2b+2a=5(b-a)

Arbeitsblatt 10: Flachen zwischen Graphen und Differenzfunktion

Aufgabe 1

Die beiden gegebenen Funktionen mit gesuchter Flache im Koordinatensystem:

Differenzfunktion:
d(x) = f(x) - g(x) = (x* - 2x?- 3x) - x = x3 - 2x? - 4x

Differenzfunktion im Koordinatensystem mit zu berechnender Flache (in rot):

Bei dieser Aufgabe ist zu beachten, dass auch die Differenzfunktion eine Nullstelle bzw. einen
Vorzeichenwechsel hat (da zunachst f(x) gréfRer ist und dann g(x)). Die Schnittstelle der beider

Funktionen ist die Nullstelle: X3 = 2xl = 3ng =xg
Hier lasst sich die eine gesuchte Losung direkt ablesen (die anderen beiden Schnittstellen
liegen auBerhalb des betrachteten Intervalls): ¥s=10

Somit wird das Integral bei x4 = 0 aufgeteilt in:

o 3
ﬁ=J x3-2x2-4xdx+[—1}j %% = 2% — dxdx
-1 o
1, 2 ° o, 2 N 13 63y 101
eyt — S 2| et S| = (==Y (22 =2
[4" 3¢ T ]-, [4"4 3¢ = ].;. (“ ( 12)) ( 4) 6
Aufgabenteil b)
Die graphische Aufteilung der Flache:

|Tei| 1 Iii|HTeil 3|Tei| 4|
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Daraus ergeben sich vier einzelne Integrale:

[1] (h] E] E ]
.H.=f x:‘—sz—Sxdx+(—1]J‘ xtlx+J. xtlx+{—ljf x* — 2% — Indx
-1 -1 ] 0

Berechnung hier nicht mehr erforderlich, da bereits oben.

Auch hier geht hervor: Die Differenzfunktion vereinfacht derartige Aufgaben nicht nur durch
weniger Integrale, sondern auch durch die Tatsache, dass lediglich eine Stammfunktion
bestimmt werden muss.

j'_32 f(x)—g(x)dx = fz fix)dx + (=1) fz g(x)dx - J‘; glx)dx | ,Vorzeichen &ndern®

fz f(x) — g(x)dx = Ijz fx)dx — _I'_ia glx)dx — j'; gix)dx | Integrale mit gleicher Funktion
kénnen zusammengefasst
werden, wenn die Intervalle
nahtlos ineinander Gbergehen

12,600 — g(x) dx = [, f(x)dx — |7, gGddx | Integrale zusammenfassen
bei gleichem Intervall

2,60 — g(x) dx = [, (%) — g(x) dx

Die Rechenregeln fir Integrale zeigen, dass die Differenzfunktion exakt der detaillierten
Aufteilung der Integrale entspricht.
Rechenregeln sind unter anderem:

- Zusammenfassen zweier Integrale mit gleichem Integranden und gleichem Vorzeichen, wenn

- Zusammenfassen von Funktionen/Integralen, wenn Intervallgrenzen gleich sind
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Aufgabe 3

fix) =c-a*
Anfangsbestand 10m?:

Klasse 11,2

Oberthema C

Exponentialfunktionen

fl0)=10m? =¢c-a=¢
Nach 5 Tagen 4m?:

Arbeitsblatt 01: Eigenschaften von Exponentialfunktionen

fi5)=4m®* =c-a°* = 10m*-a* - at* =04 -

= V0,4 = 0,8326

- 2,
Aufgabe 1 f(x) = 10m? - 0,8326*
f(x) = 2 - 3 g(x) = 1,5% h(x) = 0,75% Nach x Tagen Anfangsbestand geviertelt.
f(x) = 10m® - 0,8326* = -+ 10m? = 2,5m?
2
Aufgabe 2 08326 =222 =025 | logoguze

c-a® =532 a0 =613 X = 108o8326 0,25 = 7.567

beide nach c aufldsen und gleichsetzen Nach 8 Tagen ist noch weniger als ein Viertel des Anfangsbestands vorhanden.

Arbeitsblatt 02: Eulersche Zahl

Aufgabe 1
Verdreifachung bedeutet Zinssatz von 200%.

537 _ 613 10 _ 613
o — g =caz -+ a=1,01427
Einsetzen

c+1,0142719% = 532 = c=3022-10712

K, =K- (1+%)1 = ﬁ:~(1+§)1 = 3K

Fur die Zeitintervalle gilt deshalb:

i Ko=K-(1+2)"

'Hﬁrfﬂfwmf'E'"-'"."f“:'":"'

s B sl el B T e Zeitintervall | 1Jahr | monatlich | taglich | standlich | mindtiich
R R B n 1 12 365 8760 525600
! DY T CHNONS. [ AN L . K, 3K 6,359K 7,349K 7387K 7,38903K
"F'z'_'|__T__|__'|'":"':"'F":"T":"'

TT LT, DR S, PO SOV BOTR L SO 100 (- SrSEWERL (O Der Wert 7,38903 ist schon sehr nahe an e2.

0 D S W O 1 T 1N Grenzwertbestimmung:

1980 | 2000 | 2020 . 2040 . 2060 . 2080 .

Bt R K- lim (1+2) =K-e?

n—om

f(x) = 3,022 - 107'% - 1,01427" Vervierfachung bedeutet Zinssatz von 300%.

Bis zum Jahr 2020 steigt die Weltbevolkerung nach dieser Abschatzung auf 8,14

k(143 Ck(143) =
Milliarden Menschen. Ko =K (1+1m} =K (1+1) = 4K

|Tei| 1 Iii|HTeil 3|Tei| 4|
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Fir die Zeitintervalle gilt deshalb:

I I T ) I I ] i i
I I | | I |
!l'l _____ l___l-tl‘In ______ b= T l___i___l._____l__
Kn=K- (1 +;) I i ] i | [ |
o --:---,-ﬂﬂ ...... :_._:___:_ :__..:_.._I _______ :.._
Zeitintervall 1Jahr | monatlich | taglich | stindlich | mindtlich - . . . - | .f(x)u =[¢" !
n 1 12 365 8760 525600 | 9 @BE 2 O ----- i = e S s ek e e SR Sk : |
Kp 4K 14552K | 19,841K | 20,075K | 20,0854K , : . , , - : X :
_____ I___I an______l_______ _I___I_ _|___|___I__
Der Wert 20,0854 ist schon sehr nahe an e3. : : ' i f : : : f
Grenzwertbestimmung: —— =40 b : : : | :
I I I | | | I ]
. E " — a3 | I | | | | | | 1
I I | I | I I
3 _:_ - 20F----- :.._ I__' _I___:..__: ........ '_
I I I I | I I
| | | ] i | 1 i i 1 »
Aufgabe 2 3 4 .41 o1 2 3 4 5 & 7 8 9
I 1 ¥
S e Die exakte Steigung der Ableitung kann mit Hilfe des Differenzenquotienten bestimmt
| | I werden.
bty bty LRt i
I : : I [ _groth_gio g% . N g*0 e -1
: == 1201+ - -1 . B i ol g m(h) = h - h =e' h
] ' : F(x0) = lim m(h) = lim e% - &
Serssre-r00r %o) = lim m(h) = lim e
.._:....I.__. h_q
A =e% lim——— = % - f'(0)
| ] ] ]'l-.ﬂ
B Mit £(0) = 1
i i
et HEE R Rl ¥ f’{x¢]=gﬁl
PO IR ) Die Ableitung von e* ist e,
gy
-3 -2 41 Arbeitsblatt 03: Ableitung und Integral der e-Funktion
Aufgabe 1
Die e-Funktion ist streng monoton steigend. Sie besitzt weder Nullstellen noch 9
Extremstellen. Alle Werte der e-Funktion sind positiv. a)
Da sie monoton steigend ist, wird auch die Steigung immer gréRer. Bei der Ableitung f(x) = 2+

handelt es sich auch um eine Exponentialfunktion.

g'(x)=(2-3x*)-e*+(2x—x%)-e* = (—x* —3x% + Zx + 2) - &*
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b)
f(x) = 2e* = '(x)

gix)=2x-e*+x%-e* =% (Zx+x%)

g'(x)=e"-(2x+x%) +e* - (2+2x)=e*- (x* +4x+ 2)

c)

J3edx = %e“ +C

_I'_ K+1 =i K+1
j’ze dx =2-e*l+C

Setzt man nun verschiedene Tangenten an den Stellen x, =0, x, =1, X, =2 und x,= 3, s0
lassen sich diese und ihre Nullstellen graphisch darstellen.

Aufgabe 2

Je= J'ﬂze"'v“ +c

= [2e%%* + cx)3
3e=2e42c=-2
Loz 2c—2 Arbeitsblatt 04: Natiirliche Logarithmusfunktion
= le=2¢c-—
-+ Ze=1le+2 Aufgabe 1
- c=05e+1 a) r*{x}=@=$ und  g'(x) = 2x-In(x*) + x* - =
Aufgabe 3 b) (=<1 und  g'(x) = In(x?) +x- 2 = In(x) + 2
Tan'gerltenglelchung: Y, (X) =17 (xg) (x - x,) +f(x,) o) ) = _i: P 2_,: -
Beliebige Tangente der Stelle x, von f(x) = e* x 2 x
yi(x) = F'(xg)(x — xp) + f(xg) d) Flx)= w +C und F(x)=20"1,¢
mit f(x) = e* und F(x,) = e*o
Yi(x) = e*o(x = xo) + e* Aufgabe 2
Schnittpunkt der Tangente bei y, (x) = 0 f(x) = a- In{bx +c)
0 = e*a(x — xy) + e¥o ren @D
Feg = bx + ¢
—efo = gMo(x —xg)
.
_1=x—x_u f{ﬂ]_a-o_l_l
=xp—1 - ab=3

|Tei| 1 IEHTeiI 3|Tei| 4|
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Eine beliebige Kombination ist méglich. Die einfachsten Varianten sind, wenn ein Parameter
gleich 1 gesetzt wird.

flx) =In(3x+1) oder g(x)=3n{x+1)

.. : Lo | 0
. _ 14. PR BN N - ._. a'fmpdesdssds ._I. ._. ............. I _________
¥ : .

- - la 1“ b = - ﬁ{xi=-311 ......... . ...:_ e

g - e(R) (33 1)- - |
&= . '
=2 0 2 4 E 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2% I8 N=

Aufgabe 3

..1all..:..'......:......... E....... .:..:...'...
¥ .

18
14
12 --:--.- ..... gl CRCrNy bl TEC JI .......... :...: ..... b a vller =

\ g(x) :'ln{x} ™

2.
-zh{aaasiuﬁumﬂuunnumu'

A= [°fddx— f;° gGdx

= ;"= +3dx — ;" In(x)dx

10
- [3&:""+ :!x]2 — [x- In(x) — x]3°

= [3"42 4 30— 322 _ 6] — [101n(10) - 10 - 2In(2) + 2]

= 26,4142 — 13,64 = 12,7742

Arbeitsblatt 05: Gleichungen und Funktionen mit beliebigen Basen

Aufgabe 1
a) -6
b) In G) + 6

In{x]
c) 3 In(4)

d) 4- {ln G) + a) = 4In G) + 32 = 23,682

€) In(3)(x-2) _ gIn@)x = o
2In(3)

In(3): (x=2) =In(2) - x - X= E-InG = 5419
f) e*(2e*1-7)=0

2el-7=0 - Xx=In(7)—In(2)+1 = 2,253
Aufgabe 2
Krimmung:

f(x) = x2 - 23 = x? . gnl(2)2x
f'(x) = 2x - e™M2)2X 4 52 . In(2) - 2 - M2 = (2x + 2In(2) x?) - eIn(B2x
£'(x) = (2 + 4In(2) x) - eP@3 4 2In(2) - (2x + 2In(2) x?) - M2
= (41n2(2)x% + BIn(2) x + 2)enD)2x
f(2) = (16 In2(2) + 16In(2) + 2)e*™2) = 332,44
< Linkskriimmung, weil f(2) <0

Integral:
glx) = 29 = pln(Z)ax

G(x) = plnlZhx

#n(2)

Fi F
A= j (#1n?(2)x% + 8In(2) x + 2)e'n@2x gx — j gln(2)4x
4] 1]

2
= [2In(2) %2 + 20)en@3]? — emmu]
o

[4 I:{Z)

1 1
m 4[11{2}]

= (8In(2) + 4)e*(@ _ [ ;
= 6075
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Aufgabe 3
fix)=a-c*=e"

a-cf =g-emiek = ox . g%
a . enloe=x = 1

a=1/ex(nlc-1)

f(x) = L ahnicx = 1

sxiInled-1) Ire . EII'ILCJH: =g*

Arbeitsblatt 06: Exponential- und Logarithmusfunktionen untersuchen

Aufgabe 1

Globalverhalten fiir x — £«
f(+e0) = —3(e0 — 3)(eo + 4)e"57 % = —eo?g05™"2 g

f(—o0) = —3(—00 — 3)(—o0 + 4)e" 052 = —c0? - 0 = 0

Nullstellen
f(x) ==3(x—3)(x+ )52 =g

Xp1 =3 Xpz = —4

Ableitungen
f(x) = =3(x — 3)(x + 4)e"5%2 = —3(x? 4 x — 12)e" 52

f'{x) = =3(2x + 1)e®*"2 — 1,5(x% + x — 12)e0*"2
= (=1,5x%% — 7,5x + 15)e"5*=2
f'(x) = (—3x — 7,5)e05%"2 4 0,5(-1,5x" — 7.5x + 15)e05%"2

Extremstellen
f{x) = (=1,5x" = 7.5x + 15)e®* 2 =

g = 153 Xp = —6,53
"(xg1) = —3,514  Maximum
" (xgz) = 0,0625 Minimum
f(xg1) = 7,09

ﬁ:“gz] = =0374

|Tei| 1 Iii|HTeil 3|Tei| 4|

Wendestellen
(%) = (=0,75x = 6,75x)e" 2 = 0

Xwpr =0 Xywpz = =9
f(xwp1) = 4,872

fxwpz) = =027

Aufgabe 2

Globalverhalten:

f(e) = 0

f{oo) = afoo? + beo — ¢)ed™

Die e-Funktion eX hat furr x < 0 eine Asymptote gegen Null. Daher muss der Parameterd < 0

sein.

f(—o0) - —oo

f(—o0) = a(o? — boo — )~

Der Term der e-Funktion wird positiv, da d < 0 gilt. Die Funktion wird nur dann negativ fur x
— -, wenn a < 0.

Um die beiden Nullstellen zu bestimmen, kann eine Linearfaktorzerlegung verwendel
werden.

f(x) = alx— 3)(x— (—2))e®* = a(x* —x — f)ed*

Die Parameter kdnnen nun vereinfacht angenommen werden als z.B.a=-1undd =-1.
f(x) = —(x* —x—6)e™™

e

fix)
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Globalverhalten

In[2m+1})

(o) =270

Die lineare Funktion im Nenner ist dominanter als die Logarithmusfunktion, weshalb die

Funktion eine Asymptote gegen Null besitzt.

Die Logarithmusfunktion ist nur fir x > -0,5 definiert. Dort besitzt sie jedoch zusatzlich auch

eine Polstelle und sie verlauft gegen -«.

Nullstellen Ableitungen
_ o Inf{2oo+1) Inf2x+1)
f(x} 2 ) [2ee4+1) =0 f[x] 2 (2x+1)
Xy =10 _ 4 4lnizx+1) _  4{Ini2x+1)-1)
Fx) = (2xe1)? (2me1)? (2x+1)2
0ron _ 16(n{2x+1)=1) B _ B{ZIn{Zx+1)-3)
PG = [2x+1)8 et T (2x+1)d
Extrempunkte Wendepunkte
f(x) = — 22 _ g e B2In(2x+1)—3)
(2x+41) f (x] = I[?.x n 1}3 =0
X =3 ;
X !
wp ="~
flxg) === 0,736 3
e f(xwp) = == 0,6694
-F]
L s F(X)
g X0
Max WP f(x)=0
11
: ol %o X N

w==-05
1 fx)=-o0

15 2 25 3 15 4 48

Arbeitsblatt 07: Halbwerts- und Verdopplungszeit

flx)=c-a*
40000 = 100-a® => a=20

f(x) = 100 - 20* = 100e!n(20)x

In[2]
v = 200 20) =0,23h = 14 min
Entweder:
_ @ @
4 = =~ k .~ 0,173
Oder:

1
m(4) = 2m(0)
- 300-¢' =%+3I]ﬂ'e‘:'“

— g‘“’:% =+ k=- In{Z}

-0,173

m{24) = 300 - e7017324 & 4,72
Zerfallene Masse: Mggra) = Mppfang — Mende = 300 — 4,72 = 295,28
Nach einem Tag sind bereits 295,28 mg zerfallen.

In(Z)

m(n-Ty) = 300 - *nTn .

mit Ty = —

=300- <"
= 300 - g~"In(2)
=300-2""
=300

Bei einem Vielfachen n der Halbwertszeit wird der Anfangsbestand n mal halbiert.
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Aufgabe 3

a)

my(0) = 250e(1 —e") = 250(1-1) =0

b)
my(2) = 250e?%(1 —e~2) = 50

c)

f(t)

g

1
Maximum:

my(t) = 250e*(1 — e7t) = 250e* — 250e!k-1)

my(t) = 250 - k- ekt — 250 - (k—1) - etV =g

250(k — 1)e'™ 1 = 250ke* |:250 |:eM |:(k—1)

e"=ﬁ [0 [In(...)

t=In(:2) =1n (%:) =~ 0,863

Nach 0,863 Stunden ist die maximale Menge an Substanz A vorhanden.

Substanz A entsteht erst bei dem Zerfallsprozess eines anderen Materials. Da es sich bei A
allerdings auch um eine radioaktive Substanz handelt, zerfallt diese selbst und verschwindet

deshalb auf lange Zeit gesehen auch wieder.
|Tei| 1 IEHTeiI 3 | Teil 4|
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Klasse 11,2 - Oberthema D

Gebrochenrationale und trigonometrische Funktionen

Aufgabe 1

X -5 =3 -2 -1,5 -0,5 0 1 3
fi(x) 201 206 (25 B -2 1,5 1,94 1,99

das asymptotische Verhalten der Funktion ist bereits an den Funktionswerten erkennbar,
offensichtlich ist auch, dass die Funktion zwischen -1,5 und -0,5 nach oben und nach
unten ,wegzieht‘. Hier befindet sich dementsprechend die Polstelle.

Aufgabe 2

g(x)=0.5x"-1

h(x) = (x + 3)2 -2
i(x)=-2(x-2)?-0.5
k(x)=-0.2 (x-2)"+0.5

Aufgabe 3

Beide Funktionen sind punktsymmetrisch, da es sich um Potenzfunktionen mit ungeradem
Exponenten handelt (egal, ob positiver oder negativer Exponent).

Der Symmetriepunkt S; von f(x) liegt am Sattelpunkt S(3|2) und der Symmetriepunkt Sg
von g(x) liegt bei Sg(-2|-1) (« das wiederum ist aber natirlich kein Sattelpunkt, sondern
die Polstelle).

Die Verschiebung des Symmetriepunkts muss die neuen Koordinaten S;(3|2) haben.

Hierfiir also die Funktion g(x) anpassen: g*(x) = IL +2

=3

Arbeitsblatt 02: Gebrochenrationale Funktionen - Eigenschaften

Aufgabe 1

Polstelle:  Xpy = —2
Nullstellen: 0 =%? =2x = 0=x(x*=2) %y =0

Xoz = V2 Xp3=—2

Asymptote: y =x — 4 (Polynomdivision)

Aufgabe 2
a) y=3x {Fall 3a)

b) y=—1 (Fall 2)

©) () = O S EMEHEE N (Fall3b) > y=x7 - 23
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Aufgabe 3

Zunachst den Nenner der gebrochenrationalen Funktion festlegen:  (x - 2)
Asymptote als Gerade: Fall 3a; im einfachsten Fall ist Nennergrad gleich 1 und
Zahlergrad demnach 2

Fur Zahler aufstellen: ax?+bx +c

Aus Polynomdivision ergibt sich fiir a = 0,5 und b = -4, c ist beliebig
015?(1 - 43:

0 ==G—%"

Arbeitsblatt 03: Gebrochenrationale Funktionen analysieren

Aufgabe 1

Asymptote (Polynomdivision) : y=x

Polstellen (Nenner betrachten): Xpaiyz = £2

Nullstellen (Zahler betrachten): 0= 5= XNt = 0=%pse" (Xjse— 1)

Xnsu =0 Xnstzz = 11

z_ Z_ = =3} - i g ‘] -
Extremstellen: £ (x) - 3E1)(E ) (P a)2x | axt-rant ol a-atezd | xtodded

xt=gxT4+16 xt=gxf416 xt=gxie16

Nullstellen d. Abl.: O=xf—11xf+4 - Substitution 0=2z*-11z+4

p-g-Formel: z,; =55+ /55% — 4
7, = 1062 1z, =038

Resubstitution: %pre = VIOEZ = 43,26 xpz, = +038 = +0,62

|Tei| 1 IE|HTeiI 3|Tei| 4|

Ortskurve: keine, da kein Parameter

Aufgabe 2
ENENEEEN
EEEEDEEE
AEEEREEN
[ | |
a
G=a'b 300 = (a—6)(b—4)

_ 300 _ 300 | 4{a=6) _ 276+4a
b-i--ﬁ+4-i-ﬁ+ a=6  a-6
276+ 4a _ 276a+ 4a?

Gla)=a- a-6  a—6

(276 4 Ba)(a — 6) — (276a + 4a%) _ 4a® — 48a — 1656

') = a? —12a+ 36 a7 —12a+36
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Minimum als Nullstelle d. Abl. (Zahler betrachten):

p-g-Formel:

nur positive Lésung mdoglich:

0 = 4a® — 48a — 1656
0=a%-12a— 414

a2 =6+ V36414 = 6+ 21,21

Ob eine Asymptote von oben oder von unten
angenahert wird, ldsst sich an dem Rest der
Polynomdivision erkennen. Da der vordere Teil der
Asymptotengleichung entspricht, kann man je nach
Vorzeichen des Rests entscheiden, ob die Funktion
von unten (negatives Vorzeichen) angenadhert wird,
weil ein minimal kleiner Betrag von der Asymptote

a=2721 > b= 18,14
(x2+1):(x-3)=x+3+%
—
-(x*-3%) Rest

3x+1
-(3x-9)

10

subtrahiert wird, oder ob sie von oben angenahert wird (positives Vorzeichen). Da es sich

auch hier um ein Grenzverhalten handelt, setzt man also x — +« und x — -« ein und

ermittelt so das Vorzeichen des Restquotienten.

Arbeitsblatt 04: Sinusfunktion - Amplituden, Perioden und Verschiebung

f(x) =2,5 - sin(x - )
g(x) = 0,5 - sin(1,5x) + 1
h(x) = sin(0,5x - 0,5 )

1
h(t) = 15m-sin(1.ZﬁE : t)+ 16,5m

Zunachst Punkte in Koordinatensystem eintragen.

Maximum=Minimuam = THC=15%C =7°C

Amplitude:
z z

Verschiebung in y-Richtung:  Min + Amplitude = 15°C + 7°C = 22°C

; . —im_Zin_mn]
Kreisfrequenz: W= = 12 ;h

a.

>

a=7C

d=22°C
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Verschiebung in x-Richtung: Verschiedene Ansatze mdglich; Ansatz Gber Hochsttemperatur in
Verkniipfung mit allgemeiner Kosinusfunktion erscheint am
einfachsten: t,=15h

T(t) = 7°C- cos (% 1, (t=15h)) + 22°C

o N
Tt in *C

e a3
) =r°C eas( 12 h

(t — 15h)) + 22°C

tinh
[} g ] K] 12 % ] ] TN

Hinweis:  Mit einer richtigen Regression im Taschenrechner kann man die Messwerte noch
besser fitten, aber als ersten Versuch ist die Funktion schon gut geeignet.

2m

= ———=0,0172
365 Tage 0.

“ Tage

1
— 2. e — —_
f(t) = 235° - sin (u.m?z T (€79 'rage)

Arbeitsblatt 06: Untersuchungen an trigonometrischen Funktionen

f'{x)= —%m sin G x) Ableitung zur Bestimmung der maximalen Steigung

folgende Gedanken vorweg:
maximale (positive) Steigung ist gefragt, also nur die Hochpunkte der Ableitung; normale

T
Sinusfunktion hatin dem Intervall [-211; 211] zZwei Hochpunkte bei 5 und —3?“; fur minus Sinus
gelten die gleichen Stellen mit umgekehrten Vorzeichen, also —E und 37 wichtig: die neue
2

Periodenlénge betragt p = %2_11 =4
2

Nun den Ausdruck im Inneren des Sinus' [; x} mit den genannten Stellen gleichsetzen und nach
x freistellen = Ex = —% - Xy =-1 und Ex = 3?" - Xp=3

Da die Periodenlange verkirzt ist, muss noch Uiberprift werden, ob ein weiterer Hochpunkt im
Intervall auftaucht. Hierfiir die bestimmten Stellen um eine Periodenlange ,erweitern:

Im Positiven lage der néchste Hochpunkt bei x,,, =3 + 4 =7 > 21 und ist somit auf’erhalb.

Im Negativen lage der néchste Hochpunkt bei x, ,=-1-4 =-5> -2 und somit innerhalb.

1

Daraus folgen drei Hochpunkte:  x, =-1 x,=3 X, ZX; =5

Der Zusammenhang (sin a)? + (cos a)? soll stets gleich 1 und somit konstant sein. Das
bedeutet, dass man beim Ableiten nach o genau 0 als Ergebnis bekommen muss (da es ja
keine Anderung des Funktionswertes gibt).

Daher:

:—E((sin «)? + (cosa)?) = 2sina - cosa — 2cosa - sina=0 qed.

5= J: f(x) dx = J: sin(x) + d dx = [—cos(x) + dx]r

F] z :

5 = - cos(m) + md + cos (3) - 2d 5=1+3d > d=

o | @
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Klasse 11,2 - Oberthema E

Integralrechnung 2

Arbeitsblatt 01: Rauminhalte von Rotationskorper

Aufgabe 1
4 1 2 4 1 1 4
V=n- f (e‘i" + u.s] dx=m f (e"‘ e 4 n,zs]dx = - [—e"‘ —2e 4 u,zsxl
- —i =4

1 1
V=m- ((—e" —2e 2V 40,25 ~+) - (-e“"’ —2e720"% 4 p,25- [-4}))

V=m-((-e*-2e?+1)—(-e*-2e* = 1)) =n-(—e™* - 2e"?+e* + 2% + 2) =~ 223,33

Aufgabe 2
a)
20 2 20 1 20
'||"=200I]t:m3=1'r-_,- (Jax+12) dx=m- qx+12dx=1t-[§qxz+12x]
0 0 o
1
=n-(E-q-20=+12-2[1)
2000 =m- (200 +240) - q=198

£

4 2 i |. {rnsensaanns & . i b
x
i ('] i i i ; i H | ; ] ] 5
-2 Iﬂ ] 4 L] ] i 12 14 18 Ll n

b)
Formel fur die Oberflaiche erstellen, analog zum Volumen auf die Kreisformeln

zuriickgreifen; Oberflache entspricht den Uber die Héhe der Vase aufsummierten
Umféngen, also das Integral der ,Umfangsfunktion:

20
0=2n [°VI98x + 12dx=2n- [ 2 (1,98x + 12}3] = 696,21
. ]

Die Stammfunktion ist vielleicht nicht ganz leicht zu bestimmen. Dafiir muss man evitl.
schon die folgenden Kapitel zu Integrationsregeln bearbeiten. Mit ein bisschen
ausprobieren und nachdenken, sollte es jedoch méglich sein, auch so auf das Ergebnis zu

kommen.

Aufgabe 3

Kegel als Rotationskérper lasst sich durch eine Gerade beschreiben wie folgt:
™

f(x) === x+r

h > x

h 2 h,.2 2 2 2 h
r r 2r ir r
‘v’=11*f (——x+r) di=m| —xt=—x+ridx=m|=—=x?=——x% +rix
L, Uh h h

, h? 3h? .
V=mu- (G% h? —Ehz + rzh} - I]) =" G r’h—rh + rzh) = inrzh g.ed.
Arbeitsblatt 02: Mittelwerte von Funktionen
Aufgabe 1
1 L 1 . 112 ta
m=4= 22 — 4t + 1dt= I 2t —dt+ 1dt=—|=5 - 262 + ¢
tz—t )y, t;—0J, tz[s L

=é((§t§ -2t3 +t,)—u) =§t§ -2t +1

2 3,19
4=§t§—2t3+1 - 0=t7-3t,—45 Sty=gi (2445

nur ein positiver Wert fur t, ist moglich:  t, =4,1 (in Sekunden)
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Hierbei muss einem lediglich die Stammfunktion fur 17 bekannt sein und die Tatsache,
dass der naturliche Logarithmus (als Umkehrfunktion der e-Funktion) monoton steigt.

m=3 Somit ist unmittelbar erwiesen, dass es sich nur bei % um ein uneigentliches Integral
der Mittelwert wird gréRer; m > 3 handelt.
wenn A, Kleiner als A, , dann wird der Mittelwert definitiv kleiner als 3. Da bekannt ist, dass Logik/Reihen:
die Flache A; um 1;3 Kleiner wird (somit auch das Integral in der Mittelwert-Formel), kénnen Ahnlich wie bei der vorgerechneten Beispielaufgabe zu diesem Kapitel, muss man hier die
wir von dem Mittelwert m = 3 Folgendes subtrahieren: Fortsetzung/Aufsummierung betrachten. In beiden Féllen werden zwar die Funktionswerte
12 kleiner, jedoch kann man mit folgendem Ansatz zeigen, dass f1+ml dx nicht konvergiert
X
m=3- i’s—- 3— £ =25 und somit kein uneigentliches Integral ist:
i} &
1 1 1 1 1 1 1 1
Die Minderung des Integrals muss auf die gesamte betrachtete Intervallbreite 6,5 1Hatgtgtstetstgt
umgelegt werden (von a = 1 bis b = 7,5). Somit reduziert sich der Mittelwert um 0,5. 1 1 1 1 1 11 1
—+=+ (— +—] +(— +—-+—+§)+
12 3 4 5 6 7
x . H H 1 1 1 1
Arbeitsblatt 03: Uneigentliche Integrale THz+ > (E) + > (E) + o

+oo 1

Far _|-1 mx—z dx haben wir bereits in der Beispielaufgabe gezeigt, dass ein uneigentliches
lim j" —3e*dx = lim [-3e*]3 = lim (-3-e® +3:¢?) = —3¢? Integral vorliegt (dies ist ndmlich unabhangig vom Faktor 3).
e e b= O

aaly 3 1
4 3 ) g 3 4 3
—x!] —Ilm(—-hz——-'lz =

S 37y T b A3 3

" b = "
1','5':- _[] 2yx dx = lllll

. 5 f 13 , 1_q =1 N R N B P -
_l.”.',}Jr.. [ 3—} Ia—]llnltl1||--;1 ”"}'l_,__l1".1|}|~."ﬁ 37 =3 +-a 1\4\}—--6.252
1 ., P =1 3 a9 - £ k 3 ] ;] 12
_|'{ Ix-efdy = [-3x e¥]"} I 4 3!.‘":]::_[. - [=3e¥] .E_‘_ L--'I-.- S=I°0
] \ 1 3 -
] _'I' 4 . ( 1,1 ) N 1 j&“l{d—%}-cos[x]:lx=|{4—%}-sinfx]|;“—_|'ﬂ:“{—_—} a]nfx!lclx——ir+—+%=—f—l:'+%“
= — = - —_—Gt—— == = = -
|m *= h'-.r& quﬂ -|-n:| 2qb® 2 2q q B
b (2 (2-1) )ax=[e --1}| —fix-2- (1) Zax=a+2/7(2-1) ax=
lim | —dx=4
b= | X

3 =4+ 2- |In{x}—x|f =44Z-(In(3)-3-In(1)+1)=2-In(3)

Zwei Erkldrungsansatze: nach den Regeln des Integrierens oder durch ,Logik“/Reihen }ﬂ“ 32t sinin) i = 1‘37‘2 00 I: i J.u,. e s i

Integrieren: J':“i dx = [In(x)]{* === aber _f;'w:—, dx = [—ﬂ:w =1 = 3n? - ([—ﬁx - sin(x)]T — J' ~6sin(x) dx) =3n? + [6cos(x)]] = 3n — 12
(1]
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|Tei| 1 IE!TeiI 3|Tei| 4|

b) I x? - e2* 'dx—lxz 2ei 1I _[ ax- e 1dx—{B——]—([+x-Ze%"1‘t— j'lzﬂe;"'dx)=

(g 2 8 1] a2 (16— B (16-18) = _p4 4 22
'(B_ﬁ)_(m_ﬁ)_|m" I_(a w@) (16 \5) (16 \-’E)_ 244
c) j Lo (x% - ] |—$I{x‘— ) ] —_I' —-3(x* - ] S2xdx =
64 64, ['2 2 123 12 .
=i B — z _ S I . I T _
(3 + 3)+f_,x2{x 5) dx= I (x ';j] L . 4x(x? — 5)dx
—E+{—1z—u}+lﬂ 3 40x | —E—r4+E—au 14442
=73 se 3%~ =3 ™3 - 3
Aufgabe 3

L

J; e* - cos(x) dx = [e* - cos(x)]] —f —e* sin(x) dx =

a

= [¢* - cosGO} - ([—eﬁ sinGolf — [~ costo) ux) -

"
= [e*cosCI] - [e*sinG — [ ¢ cos(e)
0
Achtung, die Gleichung lautet jetzt (immer noch):
m n
I e* - cos(x) dx = [e* - cos(x)]f — [—e* - sin(x)]§ — f e* - cos(x) dx
0 ]

Wir sind also durch zweifache partielle Integration wieder beim Ausgangsintegral
angelangt. Wir kdnnen diese Integrale jedoch zusammenfassen durch ,Riberziehen auf
die andere Seite:

s J:Ex - cos(x) dx = [e* - cos(x)]§ — [—e* - sin(x)]5

[e* - cos(x)]§ — [—e* - sin(x)]§
2

™
I e* - cos(x)dx =
0

Dies ist die Ldsung fir das Integral. Jetzt kénnen wir noch die Grenzen in die
Stammfunktionen einsetzen:

[e*-ms(x}]‘n‘—[—e"-sin{x}]}}' e" - cos(m) — e - cos(0) — l] e™ 1

2 2 2 2

J;'e" -cos(x)dx = -ez—' - %

Arbeitsblatt 05: Integration durch Substitution

Aufgabe 3

a) [rax-cos(1+2x*)dx g(x) =1+ 2x* g'(x) = 4x

[142% cos(z) dz = [sin(2)]3*2™ = sin(1+ 27?) — sin(1) = 0,337

b)_[ l:x +1]| Es“ A gy glx) = —x +x—4 gix)I=x*+1

ﬁ

A 41-4

4o1e 4»:Hi,z= [e* ?ﬁ=e'3—e'T=D.065

3

c) j:[x—i]wxz—xdx glx) =x% —x g'(x)=2x-1
4141 ~ _13”_1 iy 3
[ sVzdz= l;zzL =5 12:-2-2:=12,91

Aufgabe 2
a) f:ﬁ-—- dx g(x) =1 —x? P

I:f;]—, dz = [I'u"EE:[: Resubst: [24Z ]“"” szﬁ—_xi]h
b) [ f: :xz glx) = x* —4x* g'(x) = 4x% — Bx = —8x + 4x3

s de= el Resubet [t -]

c) f:(z—x}-sinmx— &) dx g(x) = 4x — x? g'(x) =4 - 2x
_f:l:' ; sin(z) dz = [— —ms(z}] o Resubst.: [— %cos[aix —x
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Teil 1

Teil 2 M Teil 4

Klasse 12,1 - Oberthema A

Vektorrechnung

Aufgabe 1
() 25a + 5b o+ [ - -3
({1)] 36a + 6b + C = -8
(11} 6a = -6
In Matrixschreibweise sieht das LGS wie folgt aus:
25 5 1 -3 25 5 1]-
(36 6 1) = (—2) bzw. (35 6 1 —ﬁ)
6 0 0 - 6 0 0l-
[{L1] 6a=—6 - a=-1
In Gleichung (Il) eingesetzt:
iy 3bat+b6btc=-8 - 6b+c =28 -+ c¢=28-6b
In Gleichung (1) eingesetzt:
{(I}) 25a+5b+c=-3 = 3-b=-3 = b=6
c=28-6b = c=-8

Eingesetzt in die allgemeine Funktionsgleichung der Parabel: f{x) = ax* + bx + c.

f(x) =—x*+6x—8

Aufgabe 2
a) —4x - Ty + 8z = -3
2x - 4y  + z = 9
4x + Ty - Bz = 3
Es gibt unendlich L&sungen, da die Zeilen (1) und (l1l) dieselben sind mit unterschiedlichem
Vorzeichen.
b) z=-2 y=3 x=-1

c) 10x
Ox
20x

+

Sy + 5z
By - 3z
10y + 10z

nmu

20
10
10

Das LGS hat keine Lsung, da sich Zeile (1) und (lll) widersprechen.

Aufgabe 3

11 1 1% pa 14

11 1 offb)_[1

01 1 1]f\¢ 9

0o -11 1

(V) —c4+d=1 -
(1)) b+c+d=9 -
(m a+b+c=11 -
n at+b+ct+d=14 -
c=2cm a = 5cm b = 4cm

d=1+¢c

b=8-2¢c

a=3+c
c=14-3-c—-8+2c-1-¢

d=3cm

Arbeitsblatt 02: GauB-Algorithmus

Aufgabe 1

1 0 4 -10\ sa -68 ]

2 -4 6 8 by [ o |=2-1+1I

3 0 4 5 3/ i

1 0 4 =10\ sa -68Y i

0 -4 -2 28 |[b)_[136

0 0 8 7 c 3

30 4 5§ d 3

1 0 4 -10y 42 -68 ]

0 -4 -2 28 \[b)\_[138) i

oo 8 7 cf™| 3 P

0 0 -8 35 207/ -+

1 0 4 =10y s —68

0 -4 -2 28 |[b)_[136

0o o0 8 7 c 3

0 0 0 42 210

Zeile IV: 42d = 210 = d=5
Zeile ll1: Bc+7d=3 - c=—4
Zeile I —4b — 2¢ + 28d = 136 - b=3
Zeile l: la+ 4c—10d = —68 - a=-=2



120
200
150

120
20
150

120
20 50

60

120
20

0

Modell C wurde 60 Mal gebaut, Modell B 40 Mal und Modell A 25 Mal.

=135C = =8100
20B + 50C = 3800
200A + 120B + 80C = 14600

SS

0 0
4 &6 0
-2 3

Hier kann die Lésung direkt abgelesen werden, eine untere linke Dreiecksmatrix ist
gleichwertig zu einer oberen rechten.

b
(=T ] =S bk

=T L ]

Spalte i und ii tauschen, dabei zugehdrige Variablen

Zeile Il und Il tauschen

Zeile Il und | tauschen

Iy0 =2 3|12 Zeile | und lll tauschen
In{ s 0 -4|-12

[y=7 6 Dla

1/=7 6 0|6 i

11 ( 5 0 -4 -12) | 5,:‘?___] + 1l

mwvo -2 3112/, il

1 /=7 & 0 [ i

11 ( 0 30/7 -4 —54;’?) i

Lo -2 3 12 | 7/15- 114111

1 /M~7 6 0
Il(ﬂ 30/7 -4

f
—54;#)
i 0 17/15

42/5

Ist die Hauptdiagonale wie in diesem Beispiel gleich 0, so reicht dies nicht aus, um die
Lésung direkt abzulesen. Wir miissen trotzdem umformen.

Es gilt folgende Summe: Ei™'n

Damit liegen in einer Zeile genau n-1 Nullen vor und alle weiteren Zeilen haben je eine
Null weniger. In unseren Beispielen hatten wir haufig n = 3. Somit ¥ 'n =1+ 2 =3 Nullen
Bei einem 4 x 4 LGS ergeben sich entsprechend 1 + 2 + 3 = 6 Nullen.

Arbeitsblatt 03: Vektoren

A(3]1]0) , B(1[3]0) , C(-1]1]2) , D(1]-1|2) und E(2|0]6)

(i) =) () ()
) ne(3) o) o

ﬁ+'}'=E" und danach PTQ' ; Insgesamt: +V+FQ =7

Bestimmung der zweiten Verschiebung F_'li :

- 1 2 3
zunéchst p' =+ ¥ = (_3) +( 1 ) = (_2)
2 —4 -2
—_ — 3 — 5 . 2
p'+PQ=7 (—2)+P’ =(4) > P‘Q=(ﬁ)
-2 =3 -1
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Subtraktion/Negatives Vorzeichen entspricht Umkehrung des Vektors; Richtung dann von
Pfeilspitze zu FuR (siehe roter Vektor). Man kann auch schreiben:

a+(-3)=b
Reihenfolge der Verschiebung ist egal. Man kénnte also auch schreiben (siehe blau
gestrichelt):

Umkehrung der Abbildung (Verschiebung von Bildpunkt A* auf Punkt A):

b=3-4a
Fazit: Vektoren kénnen addiert werden, man kann ihre Richtung andern, sie kdnnen in
Gleichungen ,umgestellt“ werden (vgl. Rechengesetze, Kapitel A04)

Arbeitsblatt 04: Vektorberechnung und Vektorlange

B E A L.
i=() 5=(3) e=x(5).
Ausgangspunkt (FuBpunkt von Vektor a) wird auf sich selbst abgebildet, wenn alle
Vektoren addiert werden:

Jede Komponente/Zeile der Vektoren kann als eigene Gleichung verstanden werden, die
erfullt werden muss.
Untere Zeile:

3=1k=0 = k=3
Obere Zeile (Ergebnis aus unterer Zeile einsetzen):

1
1+k¢y=0 = 1+3:¢;=0 = ¢=-3

D+G)+3()=0)

=1

&l

k- (i 4+ b)

=
+
=l
=l
=

=]
+
=

=

Gleichungssystem aufstellen:

o=

2k + 11 - 05m = 0
- 2 - 3m = 0

ik + 4 + Sm = 0 |-05-1
2k + 1 - 05m = 0
- 2l - 3m = 0

+ 35 + 525m = 0 |+ 17511
2k + 11 - 05m = 0
- 2l - 3m = 0
0l + Om = 0
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Unterste Zeile fallt weg; eine Variable kann frei gewahlt werden, zum Beispiel m=2

Arbeitsblatt 05: Linearkombination und Einheitsvektor

Daraus folgt zweite Zeile: —2I—-3:2=0 —= 1=-3

Erste Zeile: 2k+1:(-3)-05-2=0 = k=2
Ou + 1v + 1w = 5
. . . o o . lu + Ov + 1w = =2
Man blickt zun&chst auf das vereinfachte Problem gleicher Art in einem zweidimensionalen u  + v + 0w = =1 =1
Koordinatensystem:
Der Abstand eines Punktes zum Ursprung mit Vektor Ou  + lv. + 1w = 5
lu + Qv + 1w = =2
V) + 1v - w = 1 | H+1
Die ,diagonale Verbindung“ (also der Vektor)
bestent aus einer x-gerichteten und einer P Ou + v + 1w = 5
. . . (Xplyp) 1u + Ov + 1w = =2
y-gerichteten Komponente. Es ergibt sich = _
) o ; i P { + 2v = &
zusammen ein rechtwinkliges Dreieck. Die ' v=3 = w=2 = u=-4
Koordinaten des Punktes geben die Ladngen der yp
Seiten an und man kann Uber den Satz des :
Pythagoras auf den Abstand schlielen. ﬁ :

Ipl = ’Pi +pj X . .
P i+b+i=d

Dies ist die Berechnung des Betrags eines zweidimensionalen Vektors ﬁ:(p:). Im 5 1 —4
dreidimensionalen Raum lasst sich das nattrlich erweitern: 2'( 1 (2 + Ei) = ( )
= 3

Ipl = [pi +pi +pi 2 2,5
6 |+| 1
2

Dabei wird der Satz des Pythagoras prinzipiell zwei Mal aneinander gereiht. (
2 1 —4 2 25
312 = (o2 +p3) +03 = bk + 5 + 0 s =(4)-(a)-(1)
3 2 -2 2
€ -85
C3
Der Vektor d soll normiert werden, zunéchst Betrag bestimmen:

i = /AT F #+2 =\36=6

-~ 1 - 1t =2/3
duﬂf'd=3'(4)=(zf3)
|d] 2 1/3
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(2o ()

Vektorgleichung in einzelne Gleichungen auflésen:
15:145,-0+05-(—4)=s5; — s3=-05
155, +5;*2405-(-1)=-95
1.5-0+5-(-3)+05-6=12 - s§:=-3
Einsetzen in zweite Gleichung:

155 +(=3)-2+05-(-1)=-95 — s;=-2

1 0 —4 -0,5
1.5'(—2)+ (—33'( 2 )+ﬂ,5' (—1) = (-9,5)
0 -3 6 12

Ergebnis:

Arbeitsblatt 06: Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit von Vektoren

) ()0

=35+ 3t=10 - t=s

a+4t=0 - ==

2r+2s+2t=10 =
Linear abhangig fir a=2

) ()6

=254+ 4t=10 — t=0,5s
as+2t=10 —

Fir a = -1 waéren die beiden unteren Gleichungen linear abh&ngig mit dem Faktor 2:

—2s+4t=1
=1s4+2t=10

Die Vektoren sind also linear unabhéangig fur a # -1 .

) ) )-6)

s+t=0 — s=-—t

r+t=20 = =-r=-1 r 1

r+s+ta=10 -+ =2 = (r;):(l)
-1

Linear abhangig fir a=2

Damit gesichert keine Kollision stattfindet, miissen die Kurse aund b parallel verlaufen
und somit linear abhangig sein.

200 170 0
(=50 )+(-25) (o)
=100 =935 0

Der Einfachheit halber, kann s gleich 1 gesetzt werden: s = 1

200 —-170
r(-EG) = ( 255 )
=100 93,5

Fur jede Zeile muss das gleiche r gelten, nur dann sind die Vektoren linear abh&ngig.
| 200r = =170 = r=-0,85

Il —=30r=255 - r=-085

] =100r =935 = r=-=0,935

Zeile lll muss angepasst werden:

] xr=935mit r=-085

—0,85x = 93,5
x=-110
200
Kurs a muss korrigiert werden, sodass der neue Kurs | —30 | entspricht.
=110

Vektoren bilden als Linearkombination unmittelbar eine Matrix in Dreiecksform und sind

somit linear unabhangig. Zeigen Vektoren in unterschiedliche Richtungen entsteht ein
Raum.
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Vv, und v, sind linear abhangig (Faktor 2) ; v, wirkt auch als Vielfaches von v; ist aber
linear unabhéngig, somit zeigen v; und v, in dieselbe Richtung und mit v, bilden sie
eine Ebene.

zunachst wirken alle Vektoren linear abhéngig (gleiche Zahlenwerte), aufgrund der
Vorzeichen ist dies aber nicht der Fall. Die Vektoren \/\_/2> und w_; sind jedoch linear
abhangig (Faktor -%]. Vektoren bilde also eine Ebene.

Vektoren wirken so, als wirden alle in eine Richtung zeigen (das ware eine Gerade);
die Vorzeichen fuhren jedoch dazu, dass sich tatsdchlich keine lineare Abhangigkeit
zwischen ihnen ergeben kann! Die Vektoren bilden einen Raum.

Arbeitsblatt 07: Vektorraume

V, = {;;lm +x,=2, 5 €R} wahlezB. x,=05 — x =15
(Bedingung x, + x, = 2 somit erflllt

Vektor: (2‘?

z.B. Multiplikation mit reeller Zahl k = 3 Gberprifen: 3~ (0'5 = (1'5

1,5/ T \45
Ergebnisvektor erfiillt nicht mehr Bedingung: 15+45=2
— Die Menge V, ist somit kein Vektorraum.
X
V= I Xz |x; € ﬂ} wiahle z.B. wieder =05 = x=15
%y + X2

(keine Bedingung)

0,5
Vektor: (1,5)
2

2
weiterer moglicher Vektor: (3)
5

05\ 2\ (25
Uberpriife Addition: (1_5) + (3) = (4_5)
2 5 7
0,5 -1
Multiplikation: -2 ~(1_5) = (_3)
2 -4

Rechengesetze lassen sich auch anwenden, neutrales Element gibt es auch,

Ergebnis ist Teil der Menge V,

Ergebnis ist Teil der Menge V,

Gegenelement ebenfalls

— Die Menge V, ist ein Vektorraum.

Lésungsweg: Ausprobieren und Gemeinsamkeiten erkennen; es gibt natirlich unendlich

viele Méglichkeiten, aber die einfachen (z.B. Vielfache) kann man sehen.
-1

Dabei auf Symmetrie der Vorzeichen achten: hier fallt ( 4 ) aus dem Muster,
-1

weil erste und zweite Komponente ein unterschiedliches Vorzeichen haben,

sonst immer gleich

Genauere Betrachtung der tbrigen Vektoren ergibt folgenden Zusammenhang:

efhed  ()()-C)CR)

Arbeitsblatt 08: Basis und Dimension

2w + Sv + 2u = 0 |[I1=2-11
=1lw + v + Ou = 0
3w+ v + 2u = 0 [N+3-1
- 1v -+ 2u = 10
-1w + 3v + Ou = 0
+ 10w + 2u = 0 | HI=1

- 1v + 2u =
1w + 3v + Ou =
+ 11w =

oo o

einzige Losung: v=u=w=0 Vektoren bilden Basis
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Basis-Vektoren missen linear unabhéngig sein; man kann naturlich alle Kombinationen
Uberpriifen, aber ein Blick vorher hilft
— Man kann sehen, dass der erste Vektor die Summe des zweiten und letzten Vektors ist:

2 =1 1

41+| 4 |=| 8

1 -2 -1
diese drei Vektoren bilden somit keine Basis

2 -15
— der zweite und dritte Vektor sind linear abhhangig: (4) ‘075 = ( -3 )
1 =075

somit kénnen sie nicht zusammen als Basisvektoren verwendet werden

Es bleibt zu Uberprifen, ob folgende Vektoren eine Basis bilden:

(a) (G (4)-G2)

=15 2
Da jedoch ( -3 ) linear abhangig von (4) ergibt sich auch hier keine Losung denn es
gitwie 075 1
oben:

S5 ()-(3)

Also nein, es kann keine Basis fiir einen dreidimensionalen Vektorraum gebildet werden,
weil alle Vektor-Kombinationen linear abhangig sind.

u
Vy =('||"
0

wv E H) Dimension betragt 2; obwohl drei Komponenten vorliegen, reichen zwei
Vektoren als Basis, da dritte Komponente immer 0 ist

() G)

Dimension betragt 2; Basis-Vektoren waren zum Beispiel

u
1 1]
V2= (u I v uv € R) (ﬂ) (1) aus denen sich samtliche Vektoren des Vektorraums
1 1
bilden lassen
“1 o\ (1) [o
Xz Dimension betragt 3; Basis-Vektorenwéren | | || g | *| p | aus
Vg = %, xeER 0 o "
Xy denen sich sdmtliche Vektoren des Vektorraums bilden lassen

Arbeitsblatt 09: Vektordarstellung von Geraden

—-0,5 4 -9
ﬁ=(2.5)=(4)+k-(—3)
2,25 4 -35

Soll der Punkt P auf der Geraden liegen, muss sich fiir alle 3 Zeilen das gleiche k ergeben.
-05=4-9% — k=05

25=4-3k— k=05

225=4-35k— k=05

Punkt P liegt auf der Geraden.

)03

22=4-9k — k=-2

10=4-3k— k=-2

12=4-3,5k —> k=-16/7

Punkt Q liegt nicht auf der Geraden.

n-(2)-Q+(3)

14=4-9% —> k=2
2=4-3k—> k=2
-3=4-35k—> k=2
Punkt R liegt auf der Geraden.
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Soll ein Punkt A an einem Punkt Z im Raum gespiegelt werden, so kann dies mit Hilfe einer
Parameterdarstellung der Geraden durchgefihrt werden.
Aus den beiden Bedingungen lassen sich folgende Gleichungen aufstellen:

Fir den Bildpunkt A gilt: A’ —» OA' = 0Z — k- AZ

- ay by
= =|a B = Sy
03 (";1) (a:) +2 (:2) Arbeitsblatt 10: Gegenseitige Lage von Geraden
3
. 18 ay by
-23 ay b, Lage zwischen g und h:
Bestimmung a, und b, aus den jeweils ersten Zeilen beider Gleichungssysteme. (225) +k- (_ ;.?5) _ (}) +1- (I;{;’;')
-6 = a, + Zb‘]_ = a; = -6 - Zhl -7 16 2 —41,6
4 =104 =2
18=a,—-4b, = 18=-6-2by—4b;, = by=—-4 = a; =2 k*(—GTS)-I*(l?.EE)=(—1T5)
16 —41,6 9
Bestimmung a, und b, analog:
4k + 104 = -2 I
#l=a;+2b; = a=41-2b, ~675%k - 17551 = -175 I
—79=a,—4b, - -79=41—2b,—4b, - b; =20 — a,=1 16k + 416l = 9 e pm +~;—:;-]I
Bestimmung a, und b, analog: ik + gl o= =2 !
3 3 ) -6,75k — 17551 = =175 1
7=a3;+2b; - a;=7-—2b; ol _ 131 1
T2
—23=33—4b3—* —23=T—2h3—4h3—1‘ b3=5 = a3 =-3
—> | =keine Lésung — k = keine Losung
Daraus ergibt sich die Geradengleichung 4 —10,4
L b, 2 —4 -6,75 | =1+ 17,55 I=-26 — parallel
gX=d+k-b=|az)+k-|by]=| 1 |+k-[20 16 —416
Az by -3 a3

Lage zwischen g und i:
3 4 -7 14
(2,'?5) +k- (-6.?5) = (-4) +m- ( 0 )
-7 16 -2 11
4 14 =10
k- (-EJE) -m: ( 0 ) = (—E.TE)
16 11 5

Eine Spiegelung des Punkts A
am Punkt Z kann mit Hilfe einer
Geradengleichung  bestimmt
werden. Dabei dient die Strecke

OZ als Stiitzvektor und ZA als 4k - 14m = =10 I
Richtungsvektor. Die Spiegelung =675k - Om = =675 1
Iasst sich durchfiihren, indem der 16k - 1lm = 5 - jm+ % I
Pararr.1eter k mit einem negativen ik - 14m = -10 I
V.oLzecljcr;en hve(;.seh:hhtwwd, dda —675k — Om = —675 1
sich dadurch die Richtung des
Richtungsvektors umkehrt.g “Hmo= =l i . .
- m=1—= k=1 Geraden schneiden sich.
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Lage zwischen g und j:

() (-0
()

4k - 14m = 0 1
-675k — O0m = 125 n
- = LR

16k 11m 7 m o I+ 2
4k - 1l4m = 0 1
-675k = O0m = 125 n
-1lm = E 1

27

269
> m === k= keine Losung

4 -
(—5;.?5) =n- ( 33 n = keine Losung =~ - windschief

Teil 1

Teil 2 Teil 4

Aufgabe 2

Die Flugbahn des Zeppelins soll mit der Blickrichtung des Teleskops Ubereinstimmen.

Dazu werden die beiden Gleichungen gleichgesetzt:
50
z:i‘=(§ug)+ k- 2) = (ﬂ +1-| 60
0 1 z
5 0 50
k-|2]-1-160)=~—{ 100
1 z 00

5k — 901 = =50 I
2k - 601 = —-100 Il
k — 2 = -200 I |I-05Il
5k — 90 = =50 I
2k - 601 = -100 I
@0-2z) = -150  InI
-1 150
-] = -
30—z
150 _ _ _cp 4500
|I—izk—ﬁ'ﬂ'(—m)— 100 =k 50 30z
4500 150 _
I =5 (=50 -32) =90 (-=) = =50
- —7250 — EEEIJI'.I+ 13500= —50

30=-z 30=-z

-9000 _
adrrede 200

= =9000 = 200 - (30 —z)
- —45=(30—-12)

—z=75
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Das Teleskop muss mit einer Héhe von z = 75 eingestellt werden.

i
i

i

i

i

P i

150 ¢ - "
i

i

i

Aufgabe 3

Durch ,Aneinanderreihung” der Geraden g und des Vektors ¢ entsteht ein Parallelogramm.
ngei entspricht eine Seitenlédnge dem Vektor ¢ und die andere betrégt in diesem Beispiel
4b , also dem Wertebereich von k multipliziert mit dem Richtunsvektor b.

&
#

4

- Der Sachverhalt wird durch die Gleichung x=a+k-b+c beschrieben.

- Liegt der Vektor G senkrecht zur Geraden g, so ergibt sich ein Rechteck. Liegt ¢ parallel
bleibt es bei einer Geraden.

Teil 1

Teil 2 m Teil 4|
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Teil 1

Teil 2 M Teil 4

Klasse 12,1 - Oberthema B

Geraden und Ebenen

Arbeitsblatt 01: Skalarprodukt von Vektoren

Aufgabe 1

a (2) () =2-3+¢1-4=2
oy 7 - -2
b) (5)-(?)+(1)-(—3)=n+35+2+12—3+5=52
1/ M2 =3/ -2
u 1
c) s-(uz)-Gz) =5V +5uUsvs +5uUsvy
Uz V3

Aufgabe 2

(3)-¢

a)

()

—-15+2a+12=6 > 2a=9 > a=4,5
-6 3
ii. 2'(3.5)' “2)=D
a a
2:(-18+ (-7 +a%) =0 = a? =25 i a=5

2 - 0 -2

i (1)-(s)+(_a)-(_s)=ﬁ
1 5 —i 2
—2a+3+5+5a—-8=4a > 3a=4da . a=>0

b)
ay 1

. -] b

I. as h; = 31h1 + ﬂ.zhz + 33'33 -+ ﬂ.‘h_q,
dy

4

Berechnung ist méglich; Skalarprodukt ist auch fir Vektorrsume R* oder héher definiert.

Berechnung nicht mdglich; beim Skalarprodukt missen die Vektoren gleich viele
Komponenten besitzen

— =

ii. p-g-t

Berechnung teilweise mdglich; Berechnung nicht als ,doppeltes Skalarprodukt” direkt
miteinander méglich, aber in folgender Form:

n
(F-a)-F=(pm +qu2+~--]'(r2)
ra

Also Skalarprodukt vorne berechnen, dann erhélt man Skalar und multipliziert Vektor mit
einem normalen Faktor.

Aufgabe 3

(@+b)-é=d-¢+b-&

ay + by Cy
z.B. mit Vektoren des [R*: (a-z + Irz)- (‘-’1) =(a; +by)cy+(az+by) ca+(az+bs)cy
33;"":':{ Cz

linke Seite der Gleichung = aycy + bﬂ:l + a,c; + thz + a3Cy + thg

e GHE-6) 6

rechte Seite der Gleichung = a;e; + bye; + azcz + bacy + azcy + byey

Umgeformt stimmen beide Seiten der Gleichung iberein!
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Arbeitsblatt 02: Winkel zwischen Vektoren

Formel: a-b=al || cos(e) cos(-:p}:li*"ﬁ
3:(-2)+1:5+0-4 -1 -1
= ~ —0,0471
cos(p) = VI+F1+0-4+25+16 «uf /45 21,21

> ¢ = arccos(—0,0471) = 92,7°
(negatives Skalarprodukt — ¢ > 90°)

cos(p) = cos(90°)=0= Zahler muss Null werden

IuI Ii-'l

u-v=0 €  Gleichung gilt allgemein fiir orthogonale
Vektoren
0==-12—-t+10=-2 -t -+ t=-2

Normalenvektor n muss senkrecht auf a und auf b stehen. Daher zwei Gleichungen
erstellen, die erfillt werden miissen (Skalarprodukt mit Normalenvektor muss Null sein
(s. Aufgabe 1)):

3 y
a(l)()u >
0 Nz

. -2 ny
b-i=| 5 |- |nz]=0 > —2my +5n; +4n; =0
4 3

3|'.I1+n2 =0

Gleichungssystem l6sen:

3, + np = 0 I
—'2“.1 + 5“2 + 4‘“3

I
o

aus Gleichung |: n; = —3mn,

mit Gleichung | fur Gleichung Il: =2n; +5-(=3n;) +4n; =0

Somit n, und n, als Vielfaches von n, ausgedrickt. n, dann frei wahlbar und alle
Vektoren die folgende Gleichung erfiillen stehen somit senkrecht auf a und b

ny
n =( _3n] )
17/4 n,

Hinweis: Bei Gleichungssystemen wie oben (zwei Gleichungen aber drei Unbekannte)
wird man immer eine L6ésung (bzw. unendlich Lésungen) erhalten, die durch Vielfache
einer Variable ausgedriickt werden. Man spricht hier von Freiheitsgraden. Hier gibt es 3
(Unbekannte) — 2 (Gleichungen) = 1 (Freiheitsgrade).

oder man schreibt auch z.B.

Haben zwei Vektoren einen Betrag von 1 (man nennt es auch ,normiert”), so gilt:

'l:ﬂ

b 3
— =—=i b = cos(®)
lal-[o] 1

Der Winkel lasst sich also unmittelbar aus dem Skalarprodukt der Vektoren
bestimmen.

w

B

Die Gleichung @ b = [a] - |b| ist die verkiirzte Form vona - b = [a] - [b| - cos(¢) mit cos(g) = 1.
Dies gilt fir ¢ =0 . Die Vektoren zeigen somit in die gleiche Richtung.

Arbeitsblatt 03: Ebene in Parameterform und Koordinatenform

Damit Punkt P in Ebene, muss die Ebenengleichung fiir X = OP erfilllt sein.
-3 4 1 -2 4
G)-@=E()  1-()
-1 0 4 2 0
-3-4 1 -2
(3_.;_2;.)=k.(z)+..(1)
-1-0 4 2
—_— 1 —_—
()
-1 4 2
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Gleichungssystem aufstellen und Lésen mit GauR-Algorithmus:

k - 2 = =7
2k + 1 = 5
4k + 21 = =1

k- 21 = =7
+ 5 = 19
+ 101 = 27

no|u=2-1
M ju—-4-1

I
Il

|

Zeile 1l und Zeile Il liefern unterschiedliche L&sungen fir den Koeffizienten | , somit I&sst
sich Punkt P nicht durch die Ebenengleichung beschreiben und liegt daher auch nicht in

der Ebene.

Umformen in Koordinatenform:
n=4+1k-21
Xy=—-2+2k+11

x3 =044k 421

x1+x3=4‘+5k

X+ 2x, =0+ 5k

(x +x3) = (x, +2x5) = 4

X3—2x; =4

Gemal Formel fur Ebenengleichung in Parameterform

soll Punkt C mit OC der Stiitzvektor 4 sein:
Die Richtungsvektoren sind daher:

und

qE

R

1
13
-2

Schnittpunktbestimmung durch Gleichsetzen der Gleichungen

g=E

(8)er G-
(8)-G)()+ ()2
)=+ () E)- ()

Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten 16sen mit Gau3-Algorithmus:

55 — 4 + 3r = 1 I |1=5-11
3 + 2t + 3Ir = 8 1 =311
5 — 3t — 15 = 1 Il
11t + 105r = -4 1 [1=11
11t + 7.5r = 1
s — 3t — 15r = 1 1
+ 3r = -9 1
11t + 75r = 5 1l
s — 3t — 15r = 1 11
> r=-3, t=2,5, £=4

Fir Koordinaten des Schnittpunkts einfach r = -3 in Geradengleichung einsetzen:

=(¢)-+()-(z)

Schnittpunkt liegt bei S(8]15 |-0,5).

Ergebnis Gberprifen durch Einsetzen von t und s in Ebenengleichung:

(@)oo (-(3)

Ergebnis stimmt!
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Arbeitsblatt 04: Ebenen in Normalenform

Koeffizienten der Koordinatengleichung bilden Normalenvektor der Ebene:

()

Kann gezeigt werden durch Ausmultiplizieren der Normalengleichung:

{i‘—m‘ﬁ=ﬂ - H1X1+n2}iz+n3)ig=§'ﬁ=b

Daraus lasst sich p bestimmen wegen

pri=h ﬁ-(z)=1&
1

P lasst sich beliebig festiegen. Man kann zwei Koordinaten frei wahlen und erfiillt die Gleichung
mit der dritten, z.B. p, =p, =0

B

0-(-+2p;+0-1=18 = p; =9

(B)()-

1 0
Uberpriife, ob der Punkt & = ( 2 ) in der Ebene mit der Normalenform (i’- (—1))

-3 -2
liegt. Forme die Ebenengleichung auRerdem in Koordinatenform um.

Zunachst Punkt A Gberpriifen. Hierfir Koordinaten von A als X in Gleichung einsetzen:

OGO B

Ebenengleichung wird erfiillt, Punkt A liegt in der Ebene.

Koordinatengleichung aufstellen:
Normalenvektor entspricht wie immer den Koeffizienten, daher ist bereits bekannt, dass

5% =¥+ 2%z =h

Es gilt auerdem wieder:

0 5
pri=b b=(—1)-(—1)=u+1-4=-3
-2/ \2

5Ny =Xz + 2Zx3 ==3

Punkt P wieder fiir X einsetzen:

-G~ -

=1+ 16=9t=10 =

(5)(4)-

5
=9t = —-15 - t-g

Wie in der Beispielaufgabe, ist fur jeden Punkt eine eigene Gleichung aufzustellen, um

Koeffizienten n, ., , zu bestimmen; dabei bildet der Ursprung ebenfalls einen Punkt!

123

4ny + 3ng + 1ng
2ny + 1n, - 1ng
0]1] + u'n_g + {Jﬂg

H=2-1

I mwmn
oooT

Es folgt: b=0 und mit Zeile | - 2 - Zeile

ll'lz + 3-“3,
2|'I.1 + 1“2 - 1|'I3

non
=

System ist ,unterbestimmt*, daher kann eine Komponente frei gewahlt werden:
zB.: ng=3 dannfolgt n;=-1 und ny=-2

=ZXy + 3Ny =Nz =0
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Arbeitsblatt 05: Spurpunkte und Spurgeraden

Spurpunkte betrachten, zunéchst auf der x, - Achse:

50300y =  3a,+ay0+4az:0=hb zB.wahlen: b=3 danna; =1

X, - Achse:
52{[”5“]] = 1‘D+532+33"D:3 HZZE
X, - Achse:
S5(00013) > 1:043:0+3a5=3 ag=1

3
Xq +EX: +1x;=3

S, (1]|0]0) > la; +a,-0+a;-0=h z.B.wihlen: b=1 danna; =1

X, - Achse:

SZ{DH'I(}:} - 1'0""432"‘33'0:1 Az =%
X, - Achse:

Sz (0[0]-3) = 1'ﬂ+%'ﬂ—333=1 aa=—§

x+1x—}~x—l
1T3¥2 38 =

Nur zwei Spurpunkte! Kein Schnittpunkt mit x, - Achse, daher féllt dies in der
Koordinatengleichung weg:

apir+dsky +azxs =b

X, - Achse:

2a,4+a;-0=hb wieder frei wahlen: b=2 und somit a; =1
X, - Achse:

1:0-3a3=2 > ay=-=

Xz —Ex;a =2

X, + 2%, =-3

X -%,=0

kein Schnittpunkt mit X, - Achse, Ebene liegt somit parallel zur dieser;
Spurpunkte bei S, (-3|0|0) und S, (0|0-1,5) ;
Spurgerade mit X, =-2Xy-3;

nur Spurpunkt bei S, (0/1]0) ; Ebene liegt parallel zur x, - X, - Ebene

Ebene verlduft durch Koordinatenursprung; Spurgerade ist x, =X, ;
somit diagonal durch die x, - x,- Ebene ; x, - Achse liegt in der Ebene

Arbeitsblatt 06: Lage von Gerade zu Ebene

Wie bei der Beispielaufgabe solltest du zundchst die Geradengleichung in Komponenten

zerlegen:

2 -3 ¥ =2-3k
-1 |+k-{ 4 =2 i =—1+4k
-1

2 J|:3=—1+2k

Einsetzen in Ebenengleichung:

E:2+(2-3K) +(-1+4K) + (-1+2k) =5

4—b6k+-1+4k+-1+2k=5
240k#5 = keine L&sung

Gerade und Ebene sind parallel!

Stitzvektor der Geraden und der Ebene sind identisch. g und E haben somit definitiv einen
Schnittpunkt. Nun Uberpriifen, ob Gerade in der Ebene liegt (Vektoren verlaufen parallel;
unendlich Lésungen) oder es nur eine Losung gibt (DurchstoRpunkt gemaR Stutzvektor).
Parallelitét Gberprifen durch lineare Abhangigkeit der Richtungsvektoren:

() () (3
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Als Gleichungssystem schreiben und Gauf3-Algorithmus anwenden:

2k 4+ 25 = 1t = 0 |
-6k - 65 + 3t = 0 I [T+3-1
=4k - 8s 4+ 35t = 0 mr|nr+2-1

2k + 25 - 1t = 0 l

0 =10 1l

- 45 + 15t = 0 i

Es bleiben zwei Gleichungen mit drei Unbekannten. Daher liegen unendlich viele
L&sungen vor.

Die Gerade verlauft in der Ebene!

Fir eine mégliche Linearkombination wahlt man beispielsweise t = 8 , dann ergibt sich s = ¢

1
X=a- 3)
a8

mit allen Vielfachen dieser Kombination.

und k = 1. Der Lésungsvektor lautet

Gerade hat keinen Schnittpunkt mit Ebene, wenn Richtungsvektor der Geraden parallel
zur Ebene liegt.

Ansatz: Der Normalenvektor der Ebene steht senkrecht zur Ebene. Wenn er auch
senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden steht, sind Ebene und Gerade parallel.
Koeffizienten der Ebene entsprechen Normalenvektor:

a 3
n= (3) muss senkrecht zu ( 1 )stehen. Hierzu Skalarprodukt gleich Null setzen:
2 -6,
a 3
6)(3)-s
2 -
3-a+3-1+2-(-6)=0

3Ja=9 = a=3

Somit ist E:3xy +3x:+2x;=8

Zweiter Teil der Aufgabe:

Unendlich L&sungen, wenn die Gerade in der Ebene liegt. Richtungsvektor ist bereits
parallel zur Ebene. Stitzvektor muss zu einem Punkt der Ebene fihren. Komponenten des
Stiitzvektors missen Ebenengleichung erfillen. Hierzu zwei Koordinaten festlegen des

Stitzvektors s, z.B.:
1
X3

E:3-1+3-1+2x;=8

Diesen in Ebenengleichung einsetzen:

Damit Gleichung erfillt, muss auch x, = 1. Der Punkt (1|1|1) ist also Teil der Ebene und
wird mit

g

1
(1) als Stlutzvektor der Geraden verwendet
1

NG

Arbeitsblatt 07: Lage von Ebene zu Ebene

Ebene 1 zu Ebene 2:

in - 3}(2 + Xz = 1 I
A% + 3% + x3 = 7 N |U-2-1
2}{1 - 3.‘{2 + X3 = 1 |

+ 9.1:1 — Xz = 5 1]

1{3=_5+ng
211—3124'{—5*'93{2]:1 -+ Zx1=ﬁ—6xz -+ x]=3—3x2

3 -3
=5 9

2 4
nng = (—3) . (3) =2-4+(=3)-3+1-1=0 Ebene 1und Ebene 2 sind orthogonal
1 1

Orthogonalitat:
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Ebene 1 zu Ebene 3:

2% = 3 + xy =1 1
Xz + 3y = 9 1
Xz = 9- 3]!3

31—3'[9—333}+X3=1 = 2wy =28—10x; = ¥, =14-—5%;

14 =5
!1}3:f=(9)+5'(—3)
1] 1

Orthogonalitat:

2 0
Ny g = (—3)' (1) =2:0+(=3)1+1:3=0 Ebene 1 und Ebene 3 sind orthogonal

1 3

Ebene 2 zu Ebene 3:

4%, + 3% + x3 = 7 I
X + 3“3 = 9 I
Xy = 9= 3.K3

4X1+3"[9—3X3]+X3=? - 4x,=—2(}+3x3 - ¥ =—5+2l|'.3

e (@)

Orthogonalitat:

4
ngng = (3) G) =4-0+3-1+1-3=6  Ebene 2 und Ebene 3 sind nicht orthogonal

1

Teil 1

Teil 2 M Teil 4

-~

Aufgabe 2

D+ @ ()-C)+ ()0
@ e (G-

Gleichungssystem und GaufR-Algorithmus:

-3k + 21 + 4u - Tv = 1 |
6k + 21 — 2u - S = -1 ] [H+2-1
-3k - 21 - Zu - 3Iv = -1 ]| |=1
-3k + 21 + 4u - v = 1 1
+ 6l + U - 19 = 1 ]
- 4 - 6u + 4v = =2 1] |3'II]+2-II
-3k + 21 + 4u - av = 1 1
4+ a6l +# 6u - 18y = 1 I
- bu — 26v = -—4 11
unterste Zeile:
__18 .2
R T

5) 3 (5) 3 (2) )
31)”-(:?5%)*(&??)“-(9

-2/ 73/3
i= ( 4/3 |+v- (—14,?3) Gleichung der Schnittgeraden
=14/3

|
Il
I
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schneiden:

b, € und € sind linear unabhéngig oder/und b, €und f sind linear unabhangig
parallel:

b, € und € sind linear abhangig und b, € und fsind linear abhangig

UND

d-distlinear unabhangig zu 5 ¢’ (damit die Ebenen nicht ineinander liegen; vgl. nachster Fall)

identisch:
b, ¢ und € sind linear abhangig und b, < und T sind linear abhangig
UND

3 -d istlinear abhangig zu b, G

Arbeitsblatt 08: Schnittwinkel

Zunachst Schnittpunkt tGiberpriifen:
3 2 5 —6
B-E)-(-@
-1 2 1 2
2 [ 2
u- (—2) +v: (—3) = (—2)
2 -2 2

2u + v = 2 I
-2u — 3Iv = -2 1
2u - 2v = 2 m -1
2u + v = 2 1
-2u - 3v = =2 1

- 8By = 0 1]
> v=0 = u=1 Geraden schneiden sich

It

erster Fall, zwei Geraden:  cos(a) = mit T und V als

[

vl

Richtungsvektoren

) 2y (-6
t-ir'=(—2)-(3)=—12—6+4=—14
2 2

I-14|
3}45 " ?

I = T 27 F 2 = 346

Wl =(—6)2 + 32422 =7

cos(a) = =0,578 - a=547"

Uberpriifen ob Ebenen sich schneiden, zwei Méglichkeiten:

1. direkt erkennen: Normalenvektoren (s.u.) sind ungleich bzw. keine Vielfachen
voneinander, daher sind die Ebenen nicht parallel und missen sich
schneiden (nur parallele Ebenen schneiden sich nie)

2. systematisch Gleichungssystem der beiden Ebenengleichungen aufstellen (vgl. mit
Schnittgerade bestimmen Kapitel BO7):

Xq - Xy + 2xy = 2 I
-x%; + 2% + 4u3y = B I | 1H+1
X — Xz + 2x; = 0 |
+ Xz + 6x3 = 10 1l [1T+1
— Gleichungssystem normal I6sbar, somit existiert Schnittgerade (nicht zu bestimmen)

dritter Fall, zwei Ebenen: Ei:(X=p):'n;=0

_ Iny-ng]
cos(@) = =

Ea: (X—@) 1z =0

Beide Ebenen sind in Koordinatenform und nicht in Normalenform angegeben, daher
Normalenvektor bestimmen (unmittelbar aus den Koeffizienten ablesbar):

1 -1
we()  we(3)
2 4
1y /-1
n—l~n—z=(—1)-(z)= -1-2+8=5 [l = 12+ (-1)2+22 = 2,45
2/ \a
7zl = (—1)2+2% + 4% = 4,58
|5

=— 2 0446 a=63,54°
cos(a) = o5 458 ~ 0H6 —
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Schnittpunkt Giberpriifen:

Kann man wie Ublich durch Einsetzen der Komponenten der Geradegleichung in
Ebenengleichung bestimmen und erhélt u =0 als eine Losung.

Man kann aber auch direkt erkennen, dass der Stitzvektor bereits die
Ebenengleichung erfilllt:

Xi+x:+x3=ﬂ= 1_3"‘2

zweiter Fall, Gerade und Ebene: h:¥=u+1-v E:(¥—p)-i=0
in(e) [¥ -
sinfa) = =———=
[¥] - [7]

ay /1
|ﬁ-ﬁ|=(—z)~(1)=|a—z+4|=|z+a|
4/ \1

[¥] = JaZ + (-2)F + 4% = \Jaz + 20

Il =12 +12 +12 =173

2+

00 =05 = o
-
0.25 = (2+a)

0,25-1,73%(a®* +20) = 4 + da + a*
14,96 + 0,748a* = 4 + 4a + a®
0 = 0,252a* + 4a — 10,96

0=a+15873a—-4349

p-g-Formel:

a,, = —7,94 /794 + 43,49

a; =2,38 und a; =-18,26

Unbedingt zuerst eine Skizze anfertigen mit allen Achsen (Vorwegnahme der
Lésungsansicht):

dritter Fall, zwei Ebenen: cos(679) = |_i|l_:@'| 0,39

Infos zu Hauswand (Ebene E,):
Gleichung fiir x, x, - Ebene : > Eyx:=0 Tg= (tl))
o

Infos zu Vordach (Ebene E,):
Schnittgerade parallel zur x, - Achse = Koeffizient vor x, ist Null in Ebenengleichung
Schnittgerade in 2,5 m Héhe der x, - Achse = rechte Seite beachten fiir x, =0

X, - und x, - Koeffizienten noch zu bestimmen > Betrachtung der Formel fur
Schnittwinkel; Koeffizienten
entsprechen Komponenten der
Normalenvektoren

|Tigg - Ty |(Z)

U'0+1‘ﬂz+u'ﬂg

0,39 =
|l - Iyl ( ) 102 +nZ +n
Al n,
fig
0,39 = _M =
5/ n; + n3
n3
2 -
0.39 ni +né
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Es bleibt eine Gleichung mit zwei Unbekannten — eine Komponente frei wahlbar, hier n, sinnvoll

beispielsweise: n,=1

Daraus ergibt sich:

12
12 + nj
039°-(1+nd)=1
0,152 + 0,152n% = 1

0,39% =

0.152n§ =0848 = ny=+ 0848 _ +2.36 (positiv betrachten gentigt)

0,152

Anmerkung: Man kann auch ganz geschickt n, = 0,39 wéhlen, dann muss man nur daftir
sorgen, dass der Nenner 1 wird und man somit direkt einen normierten
Normalenvektor hat!

Jetzt rechte Seite der Gleichung: Ebenengleichung mit x,=0 und x,=2,5 wegen Hthe
Eyixg £ 2.36:(3 =b

0+236-25=b —= b=%59

0
7o)
+2,36

Eyz: X2 —2,36%3 = -5,9

Ey: X; +2,36x; = 45,9

Zwei Méglichkeiten: Eyy: Xz + 2,36%; = 5,9

Arbeitsblatt 09: Punkt und Ebene - Hesse’sche Normalenform

Abstand d zwischen Punkt A und Ebene E:

_ 23y + €333 + e3dy — bl
Jeitei+el |

d

Formel wie Beschreibung aber neue Benennung: e,, usw — Koeffizienten der Ebenengleichung
a,, usw — Koordinaten des Punktes

-1:3+5-4+2:0-2| |15]

Jei+si+ 22 | W30l

d= I =274

Lotfupunkt F mit Vektor f (Punkt Amit@): & —d-fig = I

-1
Normalenvektor bestimmen und normieren: i =| 5 ) 6] =/(-1)2 +52 + 22 =30
2
= -(‘s‘)
0= —
Va0 2
-1 3 —0,5 35
(5)-()-()-(2)
2 0 1 -1

g bekannt, § wihlen

g|-
=

. 3
f=d—d-fg= (;)-z,m-

Hesse’sche Normalenform: (X — ) -fgy = 0

p muss zu Punkt auf Ebene fihren —  Ebenengleichung: z.B. zwei Komponenten 0 wahlen
und dritte bestimmen  (hier x, = x, =0)

0
> E: =1:045:042x3=2 = x3=1 — ﬁ:(ﬂ.)
1
X-l0)]'—='| 5 |=0
1/ V30 \ 2

(6)-6) )k (C)G)

Ergebnis aus Hesse’scher Normalenform stimmt mit Berechnung aus Koordinatengleichung

Ergebnis Gberpriifen:

1
d= = |- (-3 +20-2)| =274

V30

Uberein!
Anmerkung: Wenn man beide Rechnungen vergleicht, erkennt man, wieso sie (ibereinstimmen.

Punkt R (mit ') ist Lotfupunkt und Abstand d = 6 — normierten Normalenvektor bestimmen

=2 =2
a=(2) il = JCDTT T T =3 1:1-(2)
1 1

-1 L (-2 -1 —4 -
Punkt Q mit g : '-:|'=i"+d-_u'=(3)+6-;-(2)=(3)+(4) (?)
0 1 0 2 2



VL

Hohe des Dreiecks entspricht Abstand von Punkt C zur Seite AB
—  Abstandsbestimmung ahnlich wie Punkt zu Ebene, allerdings hier nur zweidimensional

- Méglichkeit 1: man beschreibt alles mit zweidimensionalen Vektoren
- Méglichkeit 2: man stellt eine Geradengleichung fiir Strecke AB auf (vgl. Ebenengleichung)

Mdglichkeit 1 scheint naheliegender:

Normalenvektor bestimmen, der senkrecht auf der Seite AB steht; dazu AB als Vektor b
(Basis) ausdriicken

5-5-9-()- ()

Normalenvektor:

Vektor normieren: || = /1 + (=2)2 = /5 fig = TIE . (_12)
Hesse’sche Normalenform aufstellen mit § = G] Koordinaten von Punkt A

w-pw=0 - () & ()=

2
3

a= 169 - |(@)-0) ()] - |- ()5l = -

— Anmerkung: Die Vektorrechnung gilt auch im altbekannten zweidimensionalen

Abstand zu Punkt C (2|3) mit & = ( ) bestimmen:

Koordinatensystem. Die Methoden lassen sich dort ebenso anwenden, um Probleme
zu lésen.

Arbeitsblatt 10: Punkt und Gerade - Abstandsbestimmung

-1
Geradengleichung aufstellen fur AC: Stiitzvektor @ zu PunktA d= (—4-)

5 -1 6
Richtungsvektor BasisAC |4 |—|=4|=| 8
2 b -

-1 ]
Geradengleichung: g: ¥ = (—4) +k ( 8 )
[ —4

Ebene, die senkrecht zu Gerade g und durch Punkt B verlauft, bestimmen:
E:6x,+8x,-4x,=b
b=6-2+8-2-4-(-3)=40

Richtungsvektor gibt Koeffizienten vor:
Koordinaten von Punkt B einesetzen fiir b:

E: 6y + 8%y — duy = 40

Lotfupunkt bestimmen durch Einsetzen der Zeilen der Geraden in die Ebenengleichung:

X1y (-1 6 —1+6k

(x=)=(-4)+k-(g)=(-4+gk)

X3 6 —4 6 — 4k
E:6(—1+6K) +8-(—4+8k)—4-(6—4k) = 40

E: —6+ 36k —32 4+ 64k — 24 + 16k = 40
116k =102 - k=0879

= L {1 6 4,274
LotfuBpunkt F mitf: ¥ =f= (-4) + 0,879 ( ] ) = (3,032)
B 2,484

Lot BF und Abstand d bestimmen:

2 4,274 —2,274
( 2 )— (3.032) = (—1,032)

d=/(-2,274)% + (—=1,032)2 + (—5,484)% = 6,026
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Man kann die beiden ersten Schritte direkt Uberspringen (keine orthogonale Ebene, kein
LotfuBpunkt)

. ] 7 2
Lot ist Strecke RF: (a)—(?)=(a—?)
=6 -7 1

[RFl=d=3=22+(a=T7)+ 17
9=22+(a-72+12
4=(a=-7* = a=5 = R(95|-6)

oder a=9 (wir nehmen die erste Mdglichkeit)

Gesuchte Ebene muss senkrecht zu Lot sein, da mogliche Geraden senkrecht zu Lot/Punkt
sind; Lot ist folglich Normalenvektor der Ebene:

2 2
Lotvektor RF = (a - ?) = (—z) fur Koeffizienten der Ebenengleichung
1 1

E:2x) —2x,4+x3=h
Punkt F liegt in Ebene; einsetzen fir rechte Seite der Ebenengleichung
2:7-2:7+1-(-T)=b=-7

E:2xy —2X; + X3 =-=7

rechtwinkliges Dreieck — Satz des Pythagoras (gilt auch im Dreidimensionalen)
a? + b? = ¢? auf Vektoren/Strecken in Graphik tibertragen

Hypothenuse gegeniiber von rechtem Winkel (Seitenldngen sind immer Betrage von Vektoren):
¥ -l

Katheten:

d=|f-fi (wie in den anderen Aufgaben auch)

[f=3] = |k-1| (aus Geradengleichung)
Gemal Pythagoras lasst sich die Seite/der Abstand d also auch wie folgt berechnen:

d* = | —3)* - [k-ul®

Anmerkung: Man muss zwar ebenfalls das k bestimmen (mit orthogonaler Ebene wie sonst
auch),

spart sich jedoch die Bestimmung der Koordinaten von Punkt F und kann direkt den Abstand
berechnen.

1. Schritt bei Abstandsbestimmung:

Normalenvektor der orthogonalen Ebene ist U
Koeffizienten (Komponeten von U ) mit Punkt R multiplizieren (Skalarprodukt) U r
Ebenengleichung lautet: u-¥ =1t

2. Schritt:

Geradengleichung g : X = @ + K - U in Ebenengleichung einsetzen

T @+k W) =i-F

Alle Vektoren sind bekannt, daher kann nach k freigestellt werden. Beachte die
Rechenregeln bei Skalarprodukten. Man kann ein Skalarprodukt nicht einfach
»auseinander reilen“ und Termumformungen wie Ublich machen (beispielsweise in der
Gleichung oben einfach den Vektor U auf beiden Seiten streichen). Lasst man ein
Skalarprodukt zusammen, ist es jedoch nicht anders zu behandeln als eine Zahl!

i-@+k-W)=u-t
U-d+k-ui-i=u-¢
k-i-i=u-r—u-3
u-r—u-a
k=—s=
u-u

Tatsachlich kann man k direkt bestimmen. Das Rechnen mit Skalarprodukien sieht
ungewohnlich aus, aber es wird nichts anderes gerechnet als:

_ Zahl— Zahl
T Zanl

Man kann es einfach an der Beispielaufgabe ausprobieren und mit den Zahlenwerten
Uberprifen. Mit dieser Formel fur k wird die Abstandsbestimmung formalisiert und 1&sst sich
ohne ,Arbeitsanweisungen® durchfiihren.
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Arbeitsblatt 11: Abstand windschiefer Geraden

woxe () (4 woen= (o) (3

Richtungsvektoren in Gleichungssystem einsetzen fiir Normalenvektor:

=3n, + 4n; = 2ng

Ing = 1ny = 1lIng
Wihle ny =1

=3n, + 4np = 2

In;, = 1ng = 1

=3n, + 4n; = 2

+ 1n; = 5
(3]

Normalenvektor #i =| 5| muss normiert werden:

1

7l = (62 + 52 +12 =482

.1 (&
w2z (9)

()-C))
(7) ()

3 =|{—6—35+ tz+4:-]-‘%|

ﬁo in Abstandsgleichung einsetzen:

d=3=

3=

1
3=| -37+1 —|
( ) =
VBZ-3=2362=|-37+1|

Zwei Lésungen mdglich wegen des Betrags:

0 |
0 1
|
Il [ -3 +1
1
Il [MH=3+1
ng =
n, =6

+2362=-37+2z — %, =60,62 und z; =13,38

zunachst Richtungsvektor b der Geraden h bestimmen:

by 1/3 1 22
1/ \273

befig=0

Stiitzvektor bestimmen Uber Abstandsbestimmung:

o8-

-1\ 173
2= (4—32)-(2;3) =—3t+3 (-a)+3 (2-ay)

2-ay/ \2/3
11 2 2
=333
5 2z 2
“3=3h 3%

Wahle beispielsweise a,=1, dannist az =%.

Q1 1
X=p+s-| 0 und XE=U+t-|0
9z Va

Man kann den Abstand gewohnt Schritt fiir Schritt bestimmen oder schaut genau hin:
— genau hinschauen und dann mathematisch zeigen

Die Richtungsvektoren beider Geraden haben bei der zweiten Komponente eine 0. Wenn man
sich vorstellt, wie die Geraden damit verlaufen, wird klar, dass die Geraden parallel verlaufen,
weil sie fir alle Moglichkeiten (egal welche Werte) in parallelen Ebenen liegen. Der Abstand
dieser Geraden/Ebenen wird also nur Uber die Stiitzvektoren bestimmt. Hier genugt es, nur die
zweite Komponente zu betrachten, da die Ebenen parallel sind. Es gilt also:

d=[pz —ugl
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Mathematisch:
Normalenvektor bestimmen mit Gleichungssystem

qn, + 0Ony + gzng = 0 I
v
ving + On; 4+ wyng = 0 Il |- q—l[
1
qn, + Ony + q3ng = 0 1

+ ("3“?‘13)“3 =0 I
1

Um die zweite Gleichung zu erfillen, gibt es zwei Méglichkeiten: Entweder der Ausdruck in der

Klammer wird null oder n, = 0 . In der Klammer steht:
V3 = ﬁ Q3 =0 - 2=k in diesem Fall wéren die Geraden parallel — wird nicht betrachtet

Vi
Also ist n; = 0 und es wird somit auch n, = 0 . Komponente n, muss 1 sein, damit der

Normalenvektor normiert ist (Betrag dann auch 1). Der Normalenvektor lautet immer

Fur die Abstandsbestimmung gilt daher:

P U 0
d= (Dz)—(“z) (1) =[(py = ug) 0+ (pz —uz) * 1+ (p3 —ug) - 0|
Pz Uz i}

d=|pz —ug|

Allgemein: Ist der Normalenvektor zur Abstandsbestimmung zwischen zwei Objekten (z.B.
auch Punkt und Ebene) nur an einer Komponente besetzt, l&sst sich der Abstand
entsprechend direkt an dieser Komponente ablesen.
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Klasse 12,1 - Oberthema C

Kreise und Kugeln

Arbeitsblatt 01: Kreis und Kugel im Koordinatensystem

Vektorgleichung der Kugel in Koordinatengleichung umformen:
M(1)213),rP=4 3 (12 +(—-2)+(x3—3) =4

Punkte in Koordinatengleichung einsetzen:

Fir PunktA: (=2=1P+(3-2P+(5-3)*=9+1+4=14>4  auBerhalb

FirPunktB: (1=1)2+ (4=2)?+(3-3*=0+4+0=4  auf der Kugeloberfliche

FirPunktC: (0—12+({(3-2)2+(2-3P=1+1+1=3<4 innerhalb

Die ausmultiplizierten Gleichungen in Koordinatengleichungen mit ausgeklammerter Form
bringen: (dazu quadratische Ergdnzungen)

Kugel 1: xi—8x; +16+x3—8x;+ 16+ X3 —6%3 +9=—16+ 16+ 16 + 9
(% =4 + (x-4)* + (x3-3)® =25
Kugel 1:  M{4[4[3)undr=5

Kugel2: x5 —2% +1+x2—12% + 36+ x5 +4%3+4==32+1+36+ 4
(-1 + (-6 + (x3+2)* =9
Kugel 2:  M(1|6|=2)undr =3

Abstand der Mittelpunkte:

d=|M; = M| =

4 1 3
(-
3 -2 5
d=37+(-2)7+52=38=6,16 <(5+3)

Abstand der Mittelpunkte ist kleiner als addierte Kugelradien — Kugeln schneiden sich

Quadratische Erganzung, damit Koordinatengleichung in ausgeklammerter Form mit
binomischer Formel angegeben werden kann und Mittelpunkt ablesbar ist:

X -6k, +9+x2 42, +1=—6+9+1

(x; =3P + (x+1)2 =4 = M(3|-1)
Mittelpunkt-Koordinaten in Geradengleichung einsetzen wegen Schnittpunkt:
Xip=-2x,+b = -1=-2-34+b = b=5

Geradengleichung fir x, in Kreisgleichung einsetzen:
(% - 3%+ ((-2%, +5) +1)" =4

(xy =3+ (-2x, +6)* =4

X2 —6%, +9+4xf —24x, +36 =4

5x% —30x, +41=0

41
xf—ﬁx1+T=ﬂ

' 41
xllingi 9—?=3iﬂ.3944 - 11_133.39unﬂx12=ﬂ2,11

Die Koordinate x, der Schnittpunkte lasst sich z.B. mit der Geradengleichung direkt berechnen:
Xzq=—2-389+5=-278 und  x;,=-2-211+5=1078
5:(3,89|-2,78) und 5;(2,11|0,78)

Arbeitsblatt 02: Kreise und Geraden

Geradengleichung in Kreisgleichung einsetzen:
% +(x, +bF =09
% +x3 +2bx, +b%*=9

2x3 +2bx, +b2—9=0
2
%% + by +b?-4,5=0

b b*  b? b f b?
pq-FormeI: XLIH = —;i T—?+4'5 =—;i _T+4"5
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Ausdruck unter Wurzel (Diskriminante) betrachten:

fir  -2+45=0
<+ b=4yi8 Tangente

haben Kreis und Gerade einen Schnittpunkt (Tangente)

hl‘
fiir - +45=0
> |b] <418  Sekante

haben Kreis und Gerade zwei Schnittpunkte (Sekante)

fur —~':—2+4,5 <0
= |b| =18  Passante

haben Kreis und Gerade keinen Schnittpunkt (Passante)

Schnittpunkte der Polaren mit Kreis bestimmen; dazu Geradengleichung umstellen und in
Kreisgleichung einsetzen:

X +x=3 = Xa=3-x,
(+2)?+(B-x)—-1) =16
N 4dg + 4+ (—x, +2)P =16
M4dn+44ni—dn+4=16
i +8=16
Xf =4 = x-ll-uz = 12
X, - Koordinate der Schnittpunkte bestimmen mit Polare:

Xz1 = 3_3‘1'1 = X1 = 1

Koz =3-X2 - X22=5
Die Schnittpunkte T,(2|1) und T, (-2|5) sind die Berlihrpunkte der Tangenten, die sich im Pol der
Polaren treffen. Es gibt zwei Moglichkeiten fortzufahren:

- Schnittpunkte fiir t hier einsetzen: (% =) - (t = i) = 12
- oder hier fiir X einsetzen: F-m)-(p-m=r

Jeweils erhélt man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, die den Koordinaten des Pols
entsprechen.

Hier Variante 1, wodurch die Tangentengleichungen bestimmt werden (Mittelpunkt des Kreises
aus Kreisgleichung ablesen: i = (_12} ):

erste Tangente fur T, (2|1) ({:;) - (_12)) . (G) — (_12)) =16

{xl+2}-4+[x2—1]-ﬂ=lﬁ -+ x-|_=2

. .. X -7 - -7
te T te fur T, (2|5 - . - =
avete Tangeme T, (268) (1)~ (1) ((2)~(32)) = 16
(K1+2}‘D+{XQ—1]'4: 16 = x::5
Die Koordinaten des Pols lauten P(2|5)
Anmerkung: In anderen Féllen miissen die Tangentengleichungen noch ineinander eingesetzt

werden, um die Lésung zu bestimmen. Schaut man sich die Aufgabe graphisch
an, liegt folgender Sonderfall vor (Tangenten liegen vertikal und horizontal):

Polgerade entfernt sich vom Mittelpunkt — Abstand von Pol und Mittelpunkt wird kleiner
Extremfalle:

_ = : Tangenten sind parallel; Abstand von Pol und
Polgerade verlauft durch Mittelpunkt — Mittelpunkt st unendiich

-Polgerade verlauft auf Kreislinie/Rand — Polgerade entspricht Tangente, Pol und Polgerade fallen
zusammen; Abstand von Pol und Mittelpunkt entspricht Radius

Der Sachverhalt lasst sich in  einem
mathematischen Grafik-Programm durch
Verschieben der Punkte gut veranschaulichen!
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Arbeitsblatt 03: Kugeln und Ebenen

1
Lotvektor zu Ebenengleichung E : x, - 2x, + 2x,=b: i = (_z)
2
a;my + aymy + agm;y — bj
ﬁﬂ'al’ + ai + ai |
1~(—3]+{—2]'[—1]+2~1—b|
JIE+ (-2 + 22 |
1=hb
6= —|
Vo
18=[1-b] = b=19 oder b=-17

|
d=
|

|
6=
|

Punkt auf Ebene: verschiedene Wege, entweder | - m | bestimmen oder einsetzen
hier Einsetzen leichter:

(=12 +(x2+2)2 4+ x5 =25 = (4—=1)* + (=24 2)* + 4% = 25 - stimmt
Bestimmung der Tangentialeben ebenfalls auf zwei Arten mdglich, entweder gemaf
Formel oder Normalenvektor bestimmen. Formel leicht doch Rechenaufwand héher.
Klassische Methode mit Normalenvektor lasst sich mit den bekannten Methoden gut
schnell anwenden:

Tangentialebene liegt normal zur Strecke vom Mittelpunkt zum Beruhrpunkt T, entspricht
Lot (vgl. Beispielaufgabe). Fur Koordinatengleichung der Ebene den Normalenvektor
bestimmen:
. &4 1 3
Normalenvektor/Lot: fi =MT =t—f=(-2]|-(=2]=[0
4 0 4
Daraus Gleichung der Tangentialebene :  E;: 3x; + 4x3 =b

b bestimmen durch Einsetzen von T : 3-4+4-4=b = b=128

E;: 3%, +4%3 =28

——
L]

Kugel in Schnittperspektive betrachten:

Deutlich erkennbar ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten T, r,, d . Es gilt der Satz des
Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck:
rP=ri+d?

rs =‘..I'rz =?

Arbeitsblatt 04: Polarebenen bei Kugeln und Geraden

Zunéchst Abstand zwischen Punkt P und Kugelmittelpunkt M bestimmen, Punkt P muss

2 -1 3

(—3)-(1) (-4) =37+ (-4)2+ 02 =V25=5
4 4 0

Abstand ist gréRer als Radius der Kugel (r = 3) ; Punkt P als Pol annehmen.

Ep: (X — ) - (p — ) = r?

(-(HE-G)-
G-

Ep: 3x, —4x; =2

auRerhalb liegen:

|p—m]| =
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Polarebene: Ep: -5X, - 4X, + X, = -8
Kugel: Mittelpunkt M(2|2|1) und Radius r = 3
Zusammenhang zwischen Gleichung der Polarebene und Angaben zur Kugel herstellen:

(6-6)(®-6)-

(% = 2)(py = 2)+ (o = 2)Mpz —2) + (23— L)(ps — 1) =9
(P1=2)% =2pg + 4+ (P2 —2hxp —2pa + 4+ (pr—1)xz—pa +1=9

(py — 2%y + (pz — 2%z + (pg — L)%z = 2py + 2pz + g
Polarebene bekannt, daher kann ein Koeffizientenvergleich stattfinden:

=5k, =(p,—2)x; - py=-3
—dx;=(pz -2z = pzr=-2
¥3=(pz—1xy — pa=2

rechte Seite der Gleichung kann noch als Kontrolle verwendet werden:
—8=2p, 4+ 2p; +p; —8=2-(-N+2:(-+1-2 —-8=-8

Pol P(—-3| - 2|2)

Liegen nur Parallelen zur Tangente vor, bilden diese keinen Tangentialkegel sondern einen
Tangentialzylinder. Die Ebene, in der alle Berthrpunkte liegen, muss demnach durch den
Kugelmittelpunkt verlaufen. Verlduft die Ebene durch den Kugelmittelpunkt, kann es sich
nicht um eine Polarebene handeln. Der Pol miisste unendlich weit entfernt liegen.
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Fur die Bestimmung der Fixgeraden wendet man zunachst dasselbe Verfahren auf eine
Klasse 12,2 - Oberthema A allgemeine Geradengleichung g:# =@+ r-b an, wobei man fiir den Stiitzvektor der
Geraden direkt den Fixpunkt einsetzen kann. Dabei kann man die Schreibweise als

Gleichungssystem benutzen: ** ="~ by
Xz =T- Elz

Geometrische Abbildungen und Matrizen

X' =2-(r-by)

Das Einsetzen in die Abbildungsgleichung ergibt: X =1 by+r-by

. .x‘: = 2rb2
Arbeitsblatt 01: Geometrische Abbildungen und Abbildungsgleichungen umgeformt: x3' =1 (by + bs)
. . S S 2b, )
und in Vektorschreibweise: x' = r (b1 +b,
&-[x"=x1+%x‘ a_[i-l'= 3x, Wir suchen jetzt also die Koordinaten des Richtungsvektors b und der muss diese
: , T = 3 . wn by 2h;
Xy =x z 2 Bedingung erfiillen: ( ): ( )
2 ﬂ o b2 ’ bt b by = 2sh
¥, =x +a v ' = —x . . . . . n . | = <503
}*:{x:, _ x:_ b ,ﬁ':l xlz, _ xz] Setzt du die erste in die zweite Zeile ein, erhaltst Du: j, _ o (5cp, 4 .y und nun brauchen
wir eine Lésung fur die zweite Gleichung b, = 2s%b, + sb,. Wire jetzt b, = 0 wére auch
b, = 0, diese Lésung nennt man trivial, weil sie immer zu einer L&sung des
2! Gleichungssystems fiihrt. Stattdessen wéahlt man b, = 1 und erhalt: 1 = 2s? + s. Das ist
1 =1
i L’z' = —tan(60°) - x, + x, wiederum eine quadratische Gleichung, also miissen wir zur Normalform umstellen und
mit der pg-Formel auflésen: 0 = 52 + is —%
51 " 52 = —liizjl+l die Lésungen sind dann: 5t =::-'
. 1.2 3 6z g "5y =1
. . ) . . . b Zh
4 o ® Diese beiden Werte sowie b, = 1 setzt man jetzt einzeln in den Ansatz ( 1) = ( 2 )
?ﬂ = B° 2 ) b, ’ by + b,
. o (B 1 2 b =1 5 _ (0 1
3 1 [ 1 i, — .
ein und erhalt (bz) - (b1+1)-'b2=1 g i (ﬂ).,.,. (1)
2 bl - 1. 2 b1=—2 P g] .--2
“"d(bz)' 1(bl+1)_)hz=1 g:2= o)+ ()
1 )
A b ]
4 X1 : 2 :
o -
o 1 2 3 4 5
4
s
xn'=x E B
Zuerst wird die Vokabel zum Fixpunkt x:,: I: benutzt und auf die Abbildungsgleichung 2 I ]
1 -
ﬂ"[x x]_' = sz an endet: II' = sz' I _ ¥ umfﬁmm ibt: x]_' = 212' '..!"I :-.:__
T = 2, + 25 gew g’ =y Xz ergibk: 0=2x' 3 3 z A i e 9 : 5 '
=1
0= sz" . . . . E
daraus folgt 0=1x, also ist der Ursprung P(0/0) ein Fixpunkt der Abbildung. _ z \u\
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i =N

Arbeitsblatt 02: Affine Abbildungen

Affine Abbildungen sind geradentreu und umkehrbar. Da der Schnittpunkt der Diagonalen in
einem Rechteck der Mittelpunkt der Diagonalen ist, sind diese beiden Bedingungen erfilllt.

AuRerdem lasst sich Parallelentreue implizieren, weil hatten angenommen die Bilder zweier
paralleler Geraden einen Schnittpunkt, dann miisste es ja fiir diesen Schnittpunkt zwei Urbilder
geben und das wiederum widerspricht der Umkehrbarkeit.

Q ist ein Punkt auf der x,-Achse und somit ein Fixpunkt. Das Urbild der Geraden g’ (durch P’
und Q') ist die Gerade g. Sie verlauft durch P und Q.

R liegt auf g. Also muss R’ auf g’ liegen. Da P auf P’ abgebildet wird, ist R der Schnittpunkt
der Parallelen zu PP’ durch Rund g'.

Um S’ zu bestimmen, muss man als erstes die Geraden durch S und P sowie von S und R
einzeichnen. Dadurch ,bindet man den Punkt S in die Abbildung ein“, macht also die
Abbildungsgleichung in Bezug auf S sichtbar. Die beiden Geraden schneiden die x,-Gerade
in Punkt D und E. Diese sind Fixpunkte. Verbindet man jetzt diese Fixpunkte mit den
Bildpunkten von P und R, ist der Schnittpunkt der beiden Geraden S'.

M ist nicht Teil der Abbildung, weil M auf g’ liegt, M’ aber nicht auf g.

In der Grafik weiter unten kann man kaum noch was erkennen. Schau dir das Video an, denn
da kann ich dir alles Schritt-fir-Schritt und ibersichtlich zeigen.

W, .

Das Viereck BDEF ist geraden- und parallelentreu, CAGH ist dies nicht.

Arbeitsblatt 03: Affine Abbildungen durch Matrizen

Zeichnung: 7§ Als erstes bilden wir die Vektoren:

—'r_Z,—,'r_ 1 - 3

: . 00'=(7): 00'=(;): 0F'=(5)

L]
' und stellen die Gleichung der
. & Abbildung in Matrixschreibweise auf:
— . — — 1 3 -] 2
" w a.x—(z 5 x+(l}
1
v & Als Gleichungssystem

aufgeschrieben:

! xy =1y, +3x,+ 2
xp=2x 4+ 50+ 1
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a=1

a by 1 =1 c=0
Q' berechnen wir, indem wir Q in die Matrixgleichung einsetzen: Mit dem Ansatz: {[; ﬁ; ) Eg; - Egi ergibt sich das LGS: 12a+3b =3+ b= %
=0 ) 0+®-0 B s
1 -
g' berechnen wir, indem wir die Geradengleichung in die Abbildungsgleichung einsetzen. und damit die Matrix: a: ' = (0 %) ¥
iz=a-Q)er (1) +0)
§= {; g (i] N r([; g) {3)) N (2] Arbeitsblatt 04: Spezielle Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen

=G+ (1) + ()= (s 1)

in Geradenschreibweise: g':i = {25) +r- (1 1]

. . TR |
Die Matrix lautet: a: ¥’ —x+{ 1]

Setzt man Ain die Gleichung ein, erhdlt man A: &' = (1?5) + G) = (2?5}

Analog lauft das mit den anderen drei Punkten:

T 2 3 3 4 = 3 4
Aus dem Ansatz P: [S g, : {g] = I[;] und §: '; g] I[g} = [;} folgt das Gleichungssystem: b= (0_5) + (D = (1_5) ¢= {H,E) + G) = (1_5) d' = (1J5) + (:) = (2_5)
a+3bh=4
E::‘_%‘i = ; Die Matrix lautet: a: &' = {g g i- (g) und die zugehérigen Ortsvektoren zu den
@ Oa+2d =3 Bildpunkten:
aus Q folgt: @ [3; I gz - g

E=1
=
Ii

r_f2 0 2 oy _ 4 = 4

- (n 2 '(1,5) - (3) - (u) -2

Lésungen dieses Systems sind: ; : i'g einsetzen in P ergibt: - [ﬁ g) ) (D?E) _ (g] - ( _62) )
05  —sin(607)y .

Die Matrix lautet: a: ¥ = (sin(ﬁﬂ“j 05 )-x und die zugehdrigen Bildpunkte:

My

R
Il
—
=]
Nﬂu
J"_‘\.
[

Lad
L
J"_‘\.
.—-'_\

2a+3-1.5=4-a=-%

2c+3:15=7»c=2
Somit folgt die Abbildungsgleichung in Matrixschreibweise: a: ' = (_0'25 1‘5)~ i

125 15 1
i = z ? ‘(2}’:(—0299]
Scherung an der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten ist x; = x,. Damit NED 1,5 2482
wird P(1/1) auf sich selbst abgebildet und es ergibt sich der Ansatz: 21 2 F
a By (1y_(1y. [a by (2y_3 = |z ~7 )2 0.56?
{c d (1] (1} ' (.; d} {3} (?) b= VI 5} 1,982
at+b=1 FE
und damit das Gleichungssystem | ¢ +d =1 1 3
9ssy 2a+3b=3 e=(z TF) (3= (0
20+3d=7 s 5 254&
2(1-b)+3b=3 = b=1undsomit a=0 ) ’ﬁ
2(1-d)+3d=7 = d=5 undsomit c=—4 . |3 T 0,201
o0 1 =l (1 5)=(3348)
und damit erhalten wir die Abbildung: a: ¥ = (_4 5) X = 3
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Die Spiegelachse hat die Steigung 1, daraus folgt der Steigungswinkel mit
tan(p) =1: m=1— ¢ =45°.

Das Einsetzen in die Matrix fur Spiegelungen an Ursprungsgeraden ergibt: M = @ é]
und daraus folgen durch Einsetzen die Ortsvektoren der Bildpunkte:

7= (=% F=(0 8 (o)=(%)
( )(us) (035) _;=(? ;) (15)=(15)

Ax:

6.5

Zuerst wird die Steigung von g bestimmt: m = % = ¥ = arctan G) = 26,56

oS (2 - arctan G)) sin(E . 215.55'})

Danach die Spiegelmatrix aufgestellt: M =
sin(53,12") =06

Als Drittes dann der Spezialansatz ausgefihrt: ' = M-¥—M -d +d

Der Vektor @ ist dabei quasi ein Stiitzvektor zum ,neuen“ Ursprung.

konkret: &' (g’g _III[.IB 6 E— (g_g _Dn?ﬁ) () (1) (0'6 0'3 5"4‘{-;}%4)

In diese Abbildungsgleichung wird dann wie bekannt der zu spiegelnde Punkt eingesetzt:

4 (g.'g —D{}Bﬁ) : @) +{-ul.]é4) = Gﬁ] - P'(2,2/2,6)

Ax, ot
G
5 ='(2.2,2.6)
L] g
-
2 '/,/f
. ‘....-.a --f: 25.5?a -
1 P=E) )
"_fi a 1
3 o 1 2 3 4 5 & 7 i

Arbeitsblatt 05: Verkettung affiner Abbildungen Matrizenprodukt

G E)G _13)=(§ _12)
G —13)(1 I:1:.=(—32 —13)

6 OG {2 -6 D)

F

(5 %)

analog: y: ?=A-B~f=(; _j‘z)rf



. . . . = _ (cos(2eg)  sin(2¢) ) _ . .
Abbildung a sei die Spiegelung mit: x' = (sin(Zw} —cos(2¢) X mitg=3981", weil die
Steigung der Ursprungsgeraden m =§ und tan'{m)= 38 81.

- _ (018 0,934)‘ L

_ S (0679 —0734y .
@ X ={p98s —0,18 und p: ¥ = )%

0,734 0,679

, . _ o o o (cos(e) —sin(fp)) =
Abbildung B sei die Drehung um tp = 47,26", mit x' = (Sin(tp] cos(e) xX.

«v ¥=(o73s oi9) (oses 010)*=(op o) *

=(o8 09 )=

b 7= (0354 010) (6734 o679) %= (0536 ~onn)F

=

l

X

Arbeitsblatt 06: Umkehrabbildungen Determinanten von Abbildungen

"= (0536 ~osan)"(2) = (1527)

Hier geht es um die Erkenntnis, dass es entscheidend ist, wie Abbildungen verkniipft sind.
Die Abbildungen selber sind hier genau die aus der Beispielaufgabe. Als erstes stellen wir
die Gleichung nach y um:eingesetzt:

Bey=a & plpey=pTla & y=pta
und bestimmen nun die angegebene Inverse

DB:l.l_(“'_i '(“%)}=1 o Bl= _%"'_'i

2
Dann berechnen wir das benétigte Matrixprodukt fur

y=f1a & B'-4

B | lem

1 A3 NE]
z oz 0 -1 Tz 2
_B 1 ( } -1 &
2z 2 2z 2
- -5 -i . Wenn man dieses Ergebnis mit dem Ergebnis
alsogilt:y: ¥'= i tX aus der Beispielaufgabe vergleicht, erkennt
7 2z man den Unterschied.

Man bestimmt die Determinante von 4 = @ 12) Dy=2-2—-1-1=3 und erhalt durch
Einsetzen in die Formel fir die inverse Matrix A™* = %( Z _21] .
Ay,

3

2

1

xl
0 -
1 ] 1 2 3 4

Jede Farbe im Parallelogramm steht fur 1 FE, sodass man gut erkennen kann, dass der
Flacheninhalt dem Betrag der Determinante entspricht. Die Spaltenvektoren von A spannen
das Parallelogramm auf.
Fir die Matrix B = G f) ergibt sich die Determinante Dy =2 - 1-1 - 2 =0. Wir interpretieren:
Es gibt keine inverse Matrix zu B und es kann natirlich auch kein Parallelogramm durch die

Spaltenvektoren aufgespannt werden, da diese identisch sind.

Aus der Vokabel a~%:x' = A1 - # und der Determinante D, = 2-(-4)—1-3 = —11
erhalten wir die Inverse von A. Namlich A-! = —ﬁ- (:"‘ _23} und kennen somit

die Umkehrabbildung: a~*:3' = -L. (T4 _3)~f

-1 2
Fiir die zweite Abbildungsgleichung £, : ¥ = ( “E+ ( ] berechnen wir
zunéchst die Determinante der Matrix Dy =44 —1-1 = 15 und bestimmen damit
die inverse:

Bl = (_41 _41) Um jetzt auch noch die Verschiebung umzukehren,
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multiplizieren wir den Gegenvektor der Verschiebung mit der inversen Matrix und erhalten:
1 4 -1 -2y _ 1 /=9
E'(—1 4]'( 1 )_E'(ﬁ)
Daraus setzen wir dann die Umkehrabbildung zusammen:
—'I.""_i_ 4 -1 L= =9
T ((-1 4) * (5))‘
Denn allgemein gilt fir eine Abbildung, bei der der Ursprung kein Fixpunkt ist:

mx=4-¥+7 =2 glx=41-5-471.F

Arbeitsblatt 07: Eigenwerte und Eigenvektoren

Ansatz und charakteristisches Polynom: 4 - =4:-% = 0=1*=51+5

A =25%./625-5

Loésungen des Ansatzes sind die Eigenwerte:
9 9 11:2.5+‘“§, 12=2,5-§

Zur Bestimmung der Eigenvektoren werden die Eigenwerte in den Ansatz eingesetzt
und das entstehende LGS aufgeldst.

Fir den ersten Eigenwert ergibt sich: (i ;) K= (2,5 + %) - % und daraus:
5
242 = (2,5 + %) - Xy

5
X1 +3x2=(2.5+9'x2

.1'2 = (0,5 +£) - x1
Umformung mit -2x, in der ersten Zeile fiihrt zu: z

X +3x; = (2.5 + %] ‘X

Man wahlt x, =t und daraus folgt: x; = (0,5 +§) -t

1
Damit ist der Eigenvektor ermittelt: it =t - (G,S + %) .

Analog dazu wird mit dem zweiten Eigenwert der zweite Eigenvektor ausgerechnet und
damit die zweite Fixgerade:

le +Xx; = {2.5 -%) "Xy
X+ 312 = (2,5 -%) ‘X3

&
X;= (U,E—J?-)~xi

X+ 3= (2,5 -\Ill—f) " Xa

X=t
5
x;=(ﬂ;5_£)'t
2
1
i=t \lrg
ﬂ.S—T

1
Die erste Fixgerade durch den Ursprung lautet also: fi: ¥ =t '(l] g4 E)
' 2

Jetzt ist noch die Frage zu kldren, ob es zu dieser Geraden noch parallele Fixgeraden gibt.
Dazu setzen wir P(u/v) in die Abbildungsgleichung ein und erhalten dessen Bildpunkt:

G ;) : (E) = (2,: _:_;v) = P'2u+vfu+3v)

Wenn jetzt der Verbindungsvektor von P zu P’ parallel zum Richtungsvektor der Fixgeraden
u+vw )

ist, ist jede Parallele zur Fixgeraden durch den Ursprung auch Fixgerade. PP = (u + 90

1
= (D.5+§) gilt.

g e . - 1 =
Damit ist jede zu f:& =t '(0_5 + %)

. . u+v
Es muss also ein u und ein v gefunden werden, sodass )

u+2p

u = 0,382
v= 0618
parallele Gerade eine Fixgerade der Abbildung.

Die Losung dieses Gleichungssystems ist {
Nun noch die Prifung fir den zweiten Eigenvektor:

1
Em:t.(ﬂj—%)

¢ DC)=C" B = Peutviu+sv
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Wenn jetzt der Verbindungsvektor von P zu P’ parallel zum Richtungsvektor der Fixgeraden
U+V)

ist, ist jede Parallele zur Fixgeraden durch den Ursprung aus Fixgerade. PP = u+ v

1
G2 = (os-2)

{ u= 2,618
v=-1,618

1
Damit ist jede zu f;:% = ¢ - (u 5 _ E) parallele Gerade Fixgerade der Abbildung.
' 2

Fihre die Berechnungen wie in Aufgabe 1 durch.

Fiir: a: f'=(; _51)-:3('

,gl::?=t-(_11);l.‘ER

A4 =2und A; =4,
-1

1)ster

bzw,gl:f=t-(

1
gz:f:r-(_13);:en haw.gz:i’=c-(_li);tE[Fl

Far g #=("1 1)-# 2 =5 und 2, =52,
. [ 2 R e . (*’_5_'3) R
Gy x=1L- );EE W. s X=Lt| 2 iLE
VE-13 1
. ( 2 ) R b . (_‘*’5‘3) R
g X=t- iLE w. gy E=t-|"z |ite
~V5-3 z

Hinweis: https://matrixcalc.org/de/vectors.html
Hier kannst du dir zu beliebigen Matrizen die Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen
lassen.

a=(5 2

A= (_21 g} Das charakteristische Polynom hat keine Lésungen.

Arbeitsblatt 08: Parallelprojektionen

1 =253 o
Als erstes missen wir die Projektionsmatrix aus dem Ansatz (g) + :( 4,71 ) = (;a) ermitteln,
0 3

1-253t=0—t=0395
471t = x;
0=xy

indem wir das Gleichungssystem I6sen:

daraus folgt: 4,71 - 0,395 = x, = 1,862 und damit ist die Projektionsmatrix gefunden:

0 oo
P=|1862 1 0
60 01

Wenn man will kann man diese auch zweidimensional schreiben: P, = 1862 1 {i)

o 01

Die Bildpunkte berechnen sich dann durch Multiplizieren der Projektionsmatrix mit dem
Ortsvektor zu den Punkten A, B, C und D:

7.76 0 . 5.44 0
i'=p (—5,93) = (?5) b'=P (-10,1) = (—u.sg)
0 0 0 0
~ 4,06 0 _ 0 0
e="P- (—?.23) - (u,sz) d=pr- (-5,3?) = (—5,3?)
553 553 0 0

0=(ay; = A)(by = A) = azby
n=.]2—[ﬂ-| +Il}2)"1+ﬂ-|b2-azb1

Einfachste Losung fir den Ansatz 4 -# = 1-# ist sicherlich 4 = [1 g) : findest du weitere?

Durch Einsetzen in die obige Gleichung und ,passend machen® mit den Werten a, und b,
lassen sich weitere Matrizen finden.

Hier kommt jetzt das vom Trainer angekiindigte Beispiel mit dem Ruckgriff auf zentrische
Streckung und Drehung. Der Punkt E, wird mit k = 0,5 vom Ursprung aus gestreckt und um
120° gedreht. Fur diese Formulierung der Projektion eignet sich dieser Ansatz:

E\(1/0/0) = E;"(1/0/0)
E;(0/1/0) = E;'(0/1/0)
Es(0/0/1) - E3(0,5sin(120%)/0,5¢c0s(120°) /0)
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10 2
aus dem direkt die Projektionsmatrix folgt: P = 0 1 _‘1
4
oo o
Jetzt kénnen wir die Bildpunkte ermitteln:
2 4,165 . 1 732
5 0 0

Teil 1 | Teil 2

Aufgabe 3

Ly

9 e /
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Klasse 12,2 - Oberthema B

Prozesse und Matrizen

Arbeitsblatt 01: Prozesse mit Matrizen beschreiben

Wenn man alle Werte in der Tabelle addiert, muss man die Gesamtanzahl der Haushalte
erhalten.

Mgz = 1000 = (135 + 100 + 30 + 50 + 100 + 130 + 190 + 190) = 75

Die 130 steht fur die Anzahl der Kunden, die bislang Strom vorwiegend aus fossilen
Brennstoffen bezogen haben und im né&chsten Jahr zu Strom aus erneuerbaren
Energiequellen wechseln.

Die 30 steht fur Kunden, die nach einem Jahr von Strom aus erneuerbaren Energien zu
Strom aus fossilen Brennstoffen wechseln.

100

135 50 /D
@ _/;@

\190 75
130 @

190

Um die Verteilung nach einem Zeitschritt (in diesem Fall ein Jahr) zu berechnen, miissen
wir als erstes berechnen, wie grol3 die Anteile der wechselnden Kunden an der
Gesamtanzahl der Kunden der einzelnen Sektoren (Fossil, Atom, Erneuerbar) sind.
Daraus ergibt sich die Austauschmatrix. Diese wird im nachsten Schritt mit der
Anfangsverteilung multipliziert und es ergibt sich die Verteilung nach einem Jahr:

135 100 30
315 390 295

5=| 0 100 75 | (0N (5
"T1315 390 295 | \see) \s5g

A
W 35 30 25 Xy
}’2) = (16{! 220 IBU) . (xz)
] 80 90 &0 X3

Wi 35 30 25 300 28500
(iz) = (160 220 13{))' (45(]) = (1?94{](})
3 80 90 60 180 75300

Gehause =28.500 €
Montage = 75.300 €

Technik = 179.400 €
Gesamt = 283.200 €

-

0,3 0,3 ) Y

Als Matrix geschrieben:

03 01 0 005
s |06 03 02 015) .
*17101 05 04 02 !
0 01 04 06

1 0,3 0,15 0,088
Startvektor ¥ ; = g somit X = ﬂ*f %y = 3’23 = g.ggg

Der letzte Vektor zeigt die Wahrscheinlichkeiten, zu denen nach drei Spielrunden ein
bestimmtes Level erreicht wird. Zu ca. 24,6 % hat man also bereits das vierte Level
erreicht. Zu ca. 8,8 % und somit sehr unwahrscheinlich, befindet man sich wie zum Start
im ersten Level.
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Um den Ubergangsgraphen aus der Tabelle zu erstellen, schreibt man die Namen der
Zeilen und Spalten jeweils untereinander in zwei Blécke. Danach verbindet man die
einzelnen Elemente durch Pfeile. Als letztes schreibt man die Zahlen an die Pfeile.

T Rome X —+ BECHER
IGRUNDSTOFF | ENDPRODUKT

2 —% EISBECHER 1
SCHOKO %
ERDBEER 11 > EISBECHER 2
1 0
VANILLE %ﬁ
T ——_—» BECHER3

Y=2x; + Lz + Ox;
Als Gleichungssystem geschrieben: y; = 1x; + 1x; + 3x5
Ya = 1xy + 1x + ng

¥ 2xy + 1x, 2 1 0
Als Matrix geschrieben: (:;’:) = (1.‘(1 + 1x;+ 3x3) bzw.: ¥ = (1 1 3) X
111 + 1xZ 1 1 0

Um zu errechnen, wie viele Kugeln jeder Sorte man fir die gegebene Bestellung braucht,
setzt man den ,Bestellvektor” fur x in die Gleichung ein und erhélt:

2 10 40 2-40 4+ 1-304 0-60 110
11 3)'(30)=(1~4ﬂ + 1-30+ 3-6ﬂ)=(251])
1 1 0 &0 1-40 4+ 1-304 0-60 70

Also mussen 110 Kugeln Schokoladeneis, 250 Kugeln Erdbeereis und 70 Kugeln
Vanilleeis bereitgestellt werden.

¥ = Bx, + 4x; + Bxy
Als Gleichungssystem: [}'1 = 3, 4 4x; 4+ 3x,
¥y = x; + 0x; + 6xy

8 4
In Matrixschreibweise: # = (3 4 g)-:ir'
1 0 6

Als Ubergangsgraph:

\/

Wasser Cappuccino

Kaffeepulver Espresso

3
Milch & Latte Macchiato

6 —>

v

Um auf die benétigten Zutaten zu kommen, multipliziert man die Ubergangsmatrix mit dem

8 4 8 6 160
Bedarfsvektor und erhélt: ¥ = (3 4 3) . ( 4 ) = ( 70 )
1 0 & 12 78

Also muss man 160 cm?® Wasser, 70 cm?® Kaffeepulver und 78 cm? Milch bereitstellen.

Um die Kosten der Bestellung zu erhalten, multiplizieren wir den Bedarfsvektor mit dem

. 1604 /0,001
Preisvektor und erhalten: k = y-g=| 70 ) 10 ): 1480,16ct — 1480€
78 10

Arbeitsblatt 02: Zweistufige Prozesse der linearen Verflechtung

Befasse dich mit den Formaten der angegebenen Matrizen. So kannst du bereits vorab
unmdgliche Multiplikationen ausschlieen. Bei der Matrizenmultiplikation gilt: ,Zeilen mal
Spalten — Teilergebnisse summieren und das Ergebnis spaltenweise ausfillen.*

p-£=(1 2) G5 6)=6 1 15)
E-D—=2x3 + 2x2

3 45
er=( 3 (33 )0 M

D-F=2=x2 - 3x3 F-D=3x3 - 2x2

und F-FE—=+3x3 - Z2x3
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Den Ubergangsgraphen kann man zeichnen, indem man ganz links die drei Rohstoffe, in der
Mitte die drei Zwischenprodukte und am Ende die zwei Endprodukte notiert. Die 0,12 in der
Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix liest man sich ,im Kopf‘ dann mit ihrer Bedeutung vor: ,Fir
Zwischenprodukt 1 benétige ich 0,12 Einheiten von Rohstoff 1. Also zeigt der Pfeil von
Rohstoff 1 zu Zwischenprodukt 1 und die 0,12 schreibt man an den Pfeil. Die 0,3 bedeutet
dann: Fir Zwischenprodukt 2 benétige ich 0,3 Einheiten von Rohstoff 1 und so weiter.

Die Rohstoff-Endprodukt-Matrix erhalt man, indem man die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix
mit der Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix multipliziert:

012 03 05y /2 1 3,14 092
1‘:35 = Agz - Ezg = ( ‘},4 'ﬂ,] {J,2) * (3 1) = ( l,g‘ {J,'? )
0 01 4 1 4 1

Als erstes schreibt man sich die Tabellen als Matrizen auf:

02 01 1
Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix: g w« 7 — Apz = uli.gs %5 g
0 0 03

3 2 2
Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix: & = E — Bzp = (4 5 1)
2 2 2

Weiterhin sind in der Aufgabenstellung der Produktionsvektor an Endprodukten

6
4
= (1{]) und der Preisvektor fir die Rohstoffe j = gg gegeben.
8
10

Zur Berechnung des Rohstoffbedarfs wird jetzt zunéchst die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix

mit der Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix multipliziert:

3 2 2
(451)=
2 2 2

Damit steht die Matrix, mit der wir im nachsten Schritt den Rohstoffbedarf fir die Bestellung der

Cae = Agz - Bz

02 01 1
{005 05 0
1oz o o

0 0 03

3

2,15

0.9
0,6

gegeben Anzahl an Endprodukten berechnen kénnen:

3
2,15
09
0,6

29
2,6
0,6
0,6

25
0,6
0,6
0.6

)

61
394
144
13,2

29
2,6
0.6
0,6

2.5
0.6
0.6
0.6

Multiplizieren wir diesen Rohstoffbedarf mit den Preisen der einzelnen Rohstoffe, so bekommen

wir die Gesamtkosten der Bestellung heraus:

61
" 394

E:y-ﬁ:

14,4

13,2

6
20
25
10

= 1646

Die Gesamtkosten fiir diesen Auftrag liegen bei 1646 €. Die Umsatzerlse sollten also diese
Kosten Ubersteigen, damit auch die fixen Kosten gedeckt werden kénnen.

0,5

0,2
B=102

0,1
C=A-B=

01 025 0,15
035 01 035
04 04 0
0,15 0,25 05
06 01 015 015
02 035 01 035
01 04 04 01
01 015 035 04
0,365 0,1775 0,2575
0,225 0,235 02125
0,22 0,325 0,25
0,19 02625 0,28

b} A=

0,5
0,2
0,2
0,1

0,2
0,3275
0,205
0,2675

0.6
0,2
0,1
0,1

0.1
0,35
0.4
0,15

0,1 0,15 0,15
035 01 035
04 04 01
0,15 035 0,4
0,25 0,15
0,1 0,35
0,4 0
0,25 0,5
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Arbeitsblatt 03: Austauschprozesse und Gleichgewichtsverteilung

10 19,44 9
()= () (o)
50 10,6 1

1
7
1
19,166 19 19,148 19
Xy = (?0.19?) S (?ﬂ) = (?0.212) e (?u)
10,636 11 10,638 11

Vom Anfangszustand zur dritten Iteration gab es noch Bewegung im System, danach
nicht mehr.

Der Ansatz fiir die stabile Verteilung lautet: A+ ¥ =%

01 02 03 Xy Xy
Das Einsetzen der Matrix ergibt: (0_4 0.8 [Lﬁ) . (x;) = (x;)
05 0 01 Xz X3

ﬂ.l:q + D.sz + {},313 =X
Die linke Seite der Gleichung ergibt ausgerechnet: 0,4x, + 0,8x, + 0,6x; = x;
D,Exl + 0.113 =Xz

=09x; + 0.2x; + 0323, =0
alles auf die linke Seite ,riberbringen”: 0,4x; — 0,2x; + 0,625 = 0
0;511 - 0;913 =10

Eine der Variablen durch t ersetzen: x, = t.

—09%, + 0,2x, + 0,3t =0
Daraus ergibt sich nach Einsetzen: 0,4x, —0,2x, + 0,6t = 0 . Jetzt ein angemessenes

Verfahren 05x, =09t =10

0,5x, - 09t =0
zum Lésen des LGS wahlen — hier Einsetzungsverfahren:  0,5x, = 0,9t

x, =18t
04-18t-02x;+06t=10
Dieser Wert eingesetzt in die zweite Zeile —0.2x; +1,32t =0
0.2x; = 1,32¢
X3 = ﬁ,ﬁf

ergibt bereits die vollstéandige Losung L = {1,8t/6,6t/t}

Fir 100 und 300 Individuen ergeben sich keine ganzzahligen L6sungen, wenn man
versucht, diese Anzahlen auf die Summe der Elemente des Ldsungsvektors zu
verteilen:

100 = 1,8t + 6,60 + ¢t
100 = 9,4t
£ =10,64

J00=18c+66L+¢
300 =94t
t=3191

940 = 1Bt + 6,6t + ¢
Aber bei 940 Individuen gibt es eine stabile Verteilung, denn: 940 = 94t
t =100

Fir die gegebene Matrix finden wir leicht eine Grenzmatrix:

,1915  0,1915 0,1915
A%Y =10,7021 0,7021 n;mn)
0

1064 0,1064 0,1064

Langfristig werden sich also die Anteile =0,1915, =0,7021 und =0,1064 einstellen. Dies

kann man auch nochmals mit der stabilen Verteilung Gberprifen.

07 025 0 025 8
|03 05 02 01 - _ [ 11
A= 0 0 08 03 und X; = 6
0 025 0 035 10
8 12
- 11 11
Xy = A* ] ﬁ = B
10 +

03704 03704 03704 03704
0321 0321 0321 0321
0,1852 0,852 0,1852 01852
0,1235 0,235 01235 01235

G=A"=

Nein, fur 40 Spieler gibt es keine ganzzahlige stabile Verteilung.
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Klasse 12,2 - Oberthema C

Stochastik 1

Arbeitsblatt 01: Zufallsexperimente beschreiben

S={123:..;11}
E, ={2;46;810} E, ={2;35T711} E ={3;6%]

K{1)= 8 X{(2)=16; X[3)=24 usw. X(11)=88

5= [gelb,rot; gelb blau; gelh, grim; rot,blau; rot, grin; blau, griin}

X(gelb,rot) = Pasta und Suppe; X(gelb,blau) = Pasta und Fisch; X(gelb,griin) = Pasta
und Pizza; X(rot,blau) = Suppe und Fisch; X(rot,grin) = Suppe und Pizza;
X(blau,griin) = Fisch und Pizza;

Insgesamt 6 Farbkombinationen, die wiederum zu 6 verschiedenen Kombinationen aus
2 von 4 méglichen Gerichten fiihren.

A:={gelb,rot; gelb,blau; gelb,griin; rot,griin; blau,griin}

Nur bei der Kombination aus Suppe und Fisch wird am Wochenende nicht italienisch
gegessen. Bi={ gelb, blau; gelb, grin; blaw, grin }

Beliebige Beschreibung des Zufallsexperiments. Es muss nur passen, dass X(e;) = -15;
X(e;) =5 und X(g;) =10 fir beliebige i € | (Indexmenge).

Beispielsweise kdnnte man sich ein Spiel vorstellen, bei dem man fir bestimmte Karten,
wenn man sie am Ende noch auf der Hand halt, Plus- bzw. Minuspunkte erhalt.

Oder man nimmt 3 Karten: 1 Bube, 1 Dame und 1 Konig. Man mischt diese Karten und legt
sie verdeckt auf den Tisch. Je nachdem, wann man den Kénig aufdeckt, gibt es entweder
10 € (erste aufgedeckte Karte), 5 € (zweite aufgedeckte Karte) oder man muss 15 €
abgeben (dritte aufgedeckte Karte).

Arbeitsblatt 02: Relative Haufigkeiten werden zu Wahrscheinlichkeiten

Es gibt 3 griine, 4 blaue und 5 rote Kugeln. Somit sind die Wahrscheinlichkeiten bei einer
Ziehung eine bestimmte Farbe zu ziehen verschieden => Kein Laplace-Experiment.

Soll es aber beim Zufallsexperiment um die Zahlen auf den Ballen gehen, kénnte man sich
dafir interessieren, wie wahrscheinlich es ist, eine bestimmte Zahl zu ziehen. Oder eine
gerade Zahl zu ziehen usw. => Laplace-Experiment, weil die Wahrscheinlichkeiten fur alle
Ergebnisse gleich sind.

Wiirde man ein zweites Mal ziehen, bleibt es ein Laplace Experiment, wenn die Ziehungen
grundsatzlich ,mit Zurticklegen® durchgefihrt werden. Wird ,ohne Zuriicklegen gezogen*
verdndern sich die Verhdltnisse innerhalb der Urne und somit auch die
Einzelwahrscheinlichkeiten. Es ist dann kein Laplace Experiment mehr.

P(4) = ~ 0,0833

P(B) = =~ 0,3333 P(C) = % ~ 0,1666

=110
P(0)=1 =1~ 08333

Uberlegungen zu den relativen Haufigkeiten in der Urne bringen dir die Wahrscheinlichkeiten
fur die Ereignisse. Dabei gilt: Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis entspricht der Summe
der Wahrscheinlichkeiten fiir die Einzelergebnisse, die das Ereignis bilden.

Es ergeben sich folgende mdgliche Ergebnisse: (1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (2,1); (2,2);
(2,3); (2,4); (2,5); (3,1); (3,2); (3,3); (3,4); (3,5); (4.,1); (4.2); (4.,3); (4,4); (4,5); (5,1); (5.2);
(5,3); (5,4); (5,5); Insgesamt sind es 25 Ergebnisse, die alle gleichwahrscheinlich
auftreten kénnen.

P(Ey £ verlieren) = % = E =04 P(Ez £ gewinnen) = E = E =06

Rein anhand der Wahrscheinlichkeiten hat man bessere Wahrscheinlichkeiten zu
gewinnen, als zu verlieren. Daher kann man aus spieltheoretischer Sicht teilnehmen. Nun
kommt es natiirlich auf den Einsatz an und darauf, was passiert, wenn keins der beiden

Ereignisse eintritt.



Es ergibt sich P(E = ,Kappe liegt quer auf einer Linie*) = i = 0,6366 = 64 % und die Fir die folgenden Teilaufgaben solltest du dir dringend das passende Baumdiagramm

Gegenwahrscheinlichkeit P(E = ,Kappe beriihrt keine Linie“)= 1 = E = 1=10,6366 = 36 %. aufzeichnen, sonst ist es fast unmdoglich fehlerfrei zu arbeiten. Nimm am besten ein
Blatt im Querformat und mache dir erst einmal eine Skizze. Hier werden 4 Ebenen
bendtigt.

Arbeitsblatt 03: Mehrstufige Zufallsexperimente - Pfadregeln Regentag

Baumdiagramm; weil zwei Ziehungen entstehen auch zwei Ebenen

Es steht ,R' fiir Regentag’ und ,R‘ firr ,nicht Regentag’. Du siehst, es startet mit einem

Regentag und zweigt sich dann auf. Innerhalb einer Verzweigung ist immer nur eine
Wahrscheinlichkeit aus der Aufgabe gegeben. Die andere erhéltst du durch 1 —43 bzw.

1 —% . Denn die Wahrscheinlichkeiten einer VVerzweigung missen addiert immer ,1‘ ergeben.

P(n,p) = %i = 0,1515 P(p,n) = % ﬁ = 0,1515 Heute ist Mittwoch, also ist in drei Tagen Samstag. Fiir die folgenden Uberlegungen ist also

die dritte Ebene im Baumdiagramm relevant. Insgesamt gibt es bis zur dritten Ebene acht

Das Ergebnis ist gleich. Schaut man sich die Briiche an, die laut 1. Pfadregel miteinander Pfade. Bei vier Pfaden steht am Ende ein R . Also erfassen wir mit der 1. Pfadregel die

Itipliziert d tellt fest, d die N leich sind. Dies ist logisch il
multipliziert werden, so stefit man fest, dass die lenner gieich sin 1es It logisch, wet einzelnen dieser vier Pfade und kumulieren die Ergebnisse gemaf 2. Pfadregel.

in beiden Fallen nach dem ersten Zug nur noch 11 Pralinen in der Box sind. Die ,4‘ und s 3 3 1
die ,5° im Zahler kénnen wir aufgrund des Mal-Zeichens tauschen. Fir die P(Am Samstag (st ein regenfreier Tag) =§+E+E+Eﬁ 0,2931 = 29,31%
Wahrscheinlichkeit ist es also egal, in welcher Reihenfolge die genannten Pralinen

gezogen werden. In beiden Fallen hat man eine Nuss- und eine Pistazienpraline. Hier benétigen wir vier Ebenen, weil das Wetter bis Sonntag betrachtet wird. Hierzu
empfiehlt es sich erstmal alle Ergebnispfade zu notieren, die das Ereignis erfillen:
(#.R,R,R), (R,R,R,R), (R,R,R,R); (R,R,R,R), (R,R,R,R)

Mit Hilfe der 1. Und 2. Pfadregel lassen sich nun auch Wahrscheinlichkeiten fur Der Regentag kann also quasi auf einen beliebigen Tag permutiert werden. Erganzt

Ereignisse berechnen. P(E,} = P(n,n) + P(n.p) + P(p,n) + Pip.p) = ﬁ+ %+ 3, 3 3 z
s s e P(hichstens einmal Regen bis Sonntag) sttt — b= 0,1 = 10%
—4+—=—=0545 P(E;) = Pla, Pin,p)+ Plp,a) + . . . . L .

BT % (E2) (@,p) + P(n.p) (p.a) Somit ist die Wahrscheinlichkeit weder groRRer noch kleiner als 10%, sondern exakt

5 5 5 5 5 15
Plp.n)+P(p.p) =+ S+ o+ +;=;=682% 10%, dass es bis Sonntag nur noch héchstens einmal regnet.

wird die Reihe durch das Ergebnis, dass es keinen Regentag gibt.
3
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Wie immer starten wir mit dem passenden Baumdiagramm zu der Aufgabe, wobei ,T*
fur , Treffer' und ,V* fir \Verschossen® stehen soll:

Hier ergibt sich als einziger Pfad an dem das Ereignis nicht erfillt ist die Kette (V,V,V). Nun
héatte man die Mdglichkeit, anstatt aller Ereignispfade, einfach 1-P(V,V,V) zu berechnen.
1-PV,V.¥V)=1-(0,15-03-0,36) =1-0,0162 = (0,9838 = 98,38%

Es ist also sehr wahrscheinlich, dass mindestens einer trifft.

Arbeitsblatt 04: Vierfeldertafel

In der Tabelle siehst du die erganzten Werte fettgedruckt. Rot = 38 Schiler finden das
Schulsystem akzeptabel; griin = 100 befragte Personen finden das Schulsystem nicht
akzeptabel; gelb = 114 Schiler wurden befragt; blau = 150 Personen wurden
insgesamt befragt.

A A Summe
5 38 76 114
L 12 24 36
Summe 50 100 150

Wie viele Personen sind Schiler/innen und finden das Schulsystem ,nicht akzeptabel?
Ant.: 76 . Hier geht es um die sogenannte Schnittmenge S N A= 76.
Wie viele Personen sind Lehrkrafte oder finden das Schulsystem akzeptabel? Ant.: 36
Lehrkréfte plus 38 Schiiler, die das Schulsystem akzeptabel finden, aber keine Lehrer
sind. Hier geht es um die sogenannte Vereinigungsmenge L UA=74 .

50 1

PE)=rm=7 PEINE)=7-=016; P(EUE)=

150 3

I6+76
150

= ),7466

F F Summe
M 3.185 33.215 | 36400
W 1.365 27.235 | 28,600
Summe | 4.550 60.450 | 65.000

PMNF)=0511
P(W UF) = 0,44 4+ 0,049 = 0,489

Tiefergehende Erklarungen zur Schnitt- bzw. Vereinigungsmenge findest du im Video.

O = Oberstufe; U = Unterstufe; R = rauchen Oberstufe | [ Unterstufe
670 Personen 1005 Personen
R R Summe

[1] 268 402 670

i 201 804 1005

Summe 468 1206 1675

Nichtraucher /| Raucher | Nichtraucher
402 469 804

Das Venn-Diagramm weist die Gruppe an Rauchern Personen | Personen / Personen

aus der Oberstufe und Unterstufe nicht separat aus.

Arbeitsblatt 05: Urnenmodelle

Beim Kartenspielen ist die Reihenfolge der Karten auf der Hand normalerweise egal.

AuBerdem kann ein Element nicht doppelt auftreten. Also Modell 4: 0.Z./0o.R. mit n = 32
32! 32:31-..:3:2:1

und k = 3. Anzahl Kombinationen = (:) = {332) = = = 4,960

T BI{3z=3 32129 26:.-3-2-1

Far Ereignis E = ,Einen Drilling ausgeteilt bekommen* gilt

E={(7.7,7), (8,8,8);(9,9,9); (10,10,10); (B,B,B); (D,D,D); (K,K,K); (A,A,A)} . Die Anzahl der
Ergebnisse, die in E enthalten sind, ist 8. Somit kdnnen wir Uber die Formel flr
Laplace-Wahrscheinlichkeiten die gesuchte Wahrscheinlichkeit berechnen:

PIE) =—=5 0001613 = 0,1613%. Also besteht eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit, einen
Drilling ausgeteilt zu bekommen.
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Modell 2: 0.Z./m.R. mitn=7 und k=3

- _ ml 7 7654321
# Variationen = (n—k¥  (7-3)  4-321

P(Ein Familienmitglied der Francks gewinnt) = = = 0,0476 = 4,76%

=210

Modell 4: o0.Z. /o.R.

7!

# Kombinationen = () = (;) =2 -=35
P(Ein Familienmitglied der Francks gewinnt) = 12 = 0,2857 = 28,57%

Die Chancen wiirden sich also erheblich verbessern, weil es insgesamt weniger
mogliche Zieleinlaufe gibt.

http://lotto-generator.de/lotto-langzeit-simulation/
https://www.mathematik.ch/spiele/swisslotto/

—_— - ey aw
# Kombinationen = (1) = (') = 7 = 13.983816
Die Wahrscheinlichkeit im Lotto zu gewinnen ist also fast Null, da es knapp 14 Mio.
Kombinationen gibt. Trotzdem denkt man sich, dass das doch nicht so schwer sein
kann, die richtigen Zahlen zu tippen. Zumal ja auch ohne Reihenfolge gezogen wird.

Fur jedes der drei Radchen gibt es vier mégliche Zahlen, also 4 - 4 - 4 = 64 Variationen. Es
liegt demnach das Urnenmodell 1 zugrunde, da sich der Code mit Zurlicklegen und
relevanter Reihenfolge ergibt. Ein Dieb misste nur hoéchstens 64 Variationen
ausprobieren, um das Schloss zu knacken. Fugt der Hersteller ein R&ddchen hinzu, wéren
es bereits 256 Variationen. Wird zusétzlich noch eine weitere Zahl auf jedes Radchen
gedruckt (also 5 Elemente und 4 Ziehungen), dann ergeben sich 625 Variationen. Das
Schloss ware dann also wesentlich sicherer.

Urnenmodell 3:
Folgende Ergebnisse (hier Kombinationen) erfiillen das Ereignis E = ,Mindestens drei gleiche
Augenzahlen®:

)

% (11,13 (1L,1,14) (1L1,15) (1,1,18); (2221) (2223) (2224); (2,2,25);
(2226); (3331); (3332 (3334) (3335) (3336); (444,1) (4442) (4443);

) (4446) (5551) (5552); (5553); (5554) (5556); (6661); (666,2);

); (6,6,64); (6,6,6,5);

|E| = Anzahl (E) = 36
Anzahl Kombinationen gesamt = |{}] = (“ k- 1) = (6 +a4- 1) = (g) =126
P(E) = — = 0,2857 = 2B,57%

n=1 6—-1

Arbeitsblatt 06: Bernoulli-Ketten und Binomialverteilung

X ~ binom (10, 2) mit k € {0,1,23,...,10}
X ~ binom (B, 0.012) mit k € {0,1,2,3,4,5,6}
X ~ binom (4, 0.2) mit k € {0,1,2,3,4}

X ~ binom(4, 0.4)

M PR EK)
+ 0.3

P(X =k)

A WON -2 O X

= i i Z 3 I T
PX= | 10406 | 40406 | 6:04 06 | 40406 | 1:04 06 | ,
Kk} | =0129 = 0,3456 = 0,3456 =0,1536 = 0,0256

P(X=k)= (L‘) cake(l=m) " zB. P(X=3)= (;} 04° + (1-04)" =0,1536
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™ Experiments fast keine Rolle. Man kann festhalten: P(X <30)=0 und P(X>75)=0.

POX = k)

o

: PX=K) POX=K)

0.0406
0.0459

0.0241
0.0187
0.0158
0.0124
o006
0.0073
0.0054
0.004
0.0028
0.002
0.0014
10,0009
0.0008
0.0004.
0.0003

i

P(du gewinnst) = P(5) + P(6) + P(7) + P(8) = 0,3633 0.0
00007
00012
0.0018

0.0546
0.0576
0.0583
0.0596
0.0587
0.0565
0.0533
0.0491
0.0444

LB X8 b= 03633

0.2188
0.1094
0.0313
0.0039

0 N O o
I
E8ES

l0.0113
0015
|o.o1g3
s

0.0341
0.028

FEId3seggReEER2 "

GEERBZEEEYSEREENEET
TR BR2BE8855

i

P(du verlierst) = P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4) = 0,6367
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Aufgabe 3
n=8 und m=0.5 somitgilt X~binom(8, 0.5) Arbeitsblatt 07: Binomialverteilung - Taschenrechner und Grafiken
P Aufgabe 1
000E | 1
o013 X-blnnm{n=365:n=;}
L o2 i\
ozrm | Man kann sehr gut erkennen, dass die Wahrscheinlichkeiten fir k < 30 sowie k > 75
‘ 100 verschwindend gering sind. Daher spielen Sie bei Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen dieses

Teil 1 | Teil 2
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b) P(X < 41) = 0,0523

Teil 1

Teil 2

a) P(X = 50) = 0,0576  Wir kénnen die Wahrscheinlichkeit in der GeoGebra Tabelle

ablesen, sie mit dem GTR (binompdf(365,1/7,50) ermitteln oder sie Uiber die Formel von
. 365 50 365-50
Bernoulli P(X = 50) = ( ) (?) ( } =0,0576 berechnen.

Es heilt ja, an ,weniger als 42 Tagen“. Daraus ergibt sich das
Intervall [0; 42) bzw. [0; 41] weil X eine diskrete Zufallsvariable ist.

Mit der GeoGebra Tabelle wird es sehr miihsam, die Einzelwahrscheinlichkeiten fur k =
0,1,2,3,4, ... 41 zu kumulieren (aufzusummieren). Daher empfiehlt sich der Einsatz
des Taschenrechners: binomcdf(365,1/7,41) = 0,0523

<) ,Mehr als 42 Tage“. Hierbei sollte man mit der Gegenwahrscheinlichkeit arbeiten. Mehr

als 42 Tage bedeutet als Intervall [43; 365]. Dieses Intervall enthalt die Werte fir X, die
das Ereignis erfillen. Das Intervall [0; 42] enthélt alle Werte, die das Ereignis nicht
erfullen. Daher rechne ich einfach 1 — F(42) bzw. 1 — binomcdf(365,1/7,42). Denn so
rechnen man aus der Gesamtwahrscheinlichkeit ,1‘ alle Einzelwahrscheinlichkeiten der
Werte heraus, die das Ereignis nicht erfillen.

|
P(X 2 43) = 1~ P(X < 42) = 1 - binomcdf (365,,42) = 09284

d) P(45 < X < 60) = P(X < 60) — P(X < 44) = binomedf (60) — binomcdf (44)

F(60) — F(44) = 0,7676

Ein Histogramm kénnen wir auch mit dem GTR oder mit dem CAS zeichnen. Hier die
Schritte fur den GTR: 2nd — Stat Plot — On — Type: ,Histogram’ — L1 und L2

Dann gehst du auf Stat — Edit und fullst die Listen aus: Oben auf L1 gehen — Enter — 2nd list
— OPS - seq — ausfiillen, wie auf Bild 3 - Enter - Enter

Dann gehst du auf L2 wie im Bild 4. 2nd — DISTR — Binompdf — Einstellungen wie in Bild 5 —
paste - Enter

Nun noch die Window-Einstellungen so wéhlen, dass sie zu den Listen L1 und L2 passen
(siehe Bild 6).

Aufgabe 2

X~ binom{n =8 ; rr=§]
Du gehst beim GTR in den Bereich ,Stat — Edit". Dort fiillst du die Liste L1 mit den mdéglichen
Ergebnissen (k) aus. k=0,1,2,3,4,5,6,7,8

In L2 fUhrst du den Befehl ,.binompdf(8, 4/9, L1)" aus. Bitte schaue dir das Video an, weil man
es hier nur sehr rudimentar erkldren kann.




LOL

Nun kann man die Listen L1 und L2 (unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung) auch grafisch
sichtbar machen. Hierzu nimmst du die Einstellungen vor, wie ich sie oben fiir die erste
Aufgabe erklart habe. Auch hier empfiehlt es sich, das Video zu schauen.

Mit 2nd — trace kannst du auch die einzelnen ,Saulen‘ des Histogramms anwahlen.
Versuch doch mal das Histogramm auf ein Blatt zu Ubertragen. Die Tabelle und die
Ausgabe des GTRs helfen dir.

P(X <6)=P(X<5)=P(0)+P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) = 0,9166
P(X=23)=1-P(X=<2)=1-0,2298 =0,7702

P(2<X<5)=P(2) +P(3) + P(4) = 0,683

Aufgabe 3

Auch hier empfehle ich dir, das Video zu schauen, weil man einige Einstellungen
vornehmen muss, damit die Anzeige eines Histogramms klappt.

B0 0.5(12) = P(12) = 0,1366 Wahrscheinlichkeitsfunktion an der Stelle X = 12
F40; 0y3(12) =P(X=<12)=0,5772 Verteilungsfunktion an der Stelle X = 12

Teil 1

Teil 2




col

Klasse 12,2 - Oberthema D

Stochastik 2

Arbeitsblatt 01: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Q = {(KKK), (KK,2), (K.ZK), (ZKK), (K.Z,2), (ZK,2), (Z,ZK), (Z,Z,2)}

A = Beim ersten Wurf liegt Kopf oben. B = Es liegt dreimal Kopf oben.

P(A)=3; P(B)=2; PuB)=; P(ANB)=P(ENA)=3>==

2 L}
Hier gilt offensichtlich P(B) # P, (B). Somit sind die Ereignisse A und B nicht
unabhangig voneinander.

1
Py = TR = 4= 1
B

A = Es liegt exakt einmal Kopf oben. B = Beim ersten Wurf liegt Zahl oben.

z 3z 1
Fﬂ(ﬂ‘]=§ P{HHE:}=P(EH£‘1]=E—';=:

i, _4_ 1,
-F[:A)_Er P{:B)_S_ZI
Hier ergibt sich P(B) # P, (B). Die Ereignisse A und B sind also nicht unabhéngig
voneinander und die Zusatzinformation A verandert die Wahrscheinlichkeit fir B.

1
Fent) _s_1
Py(A) == -%' 3

A = ,Umschlag mit gerader Zahl.“ = [2, 4, 6] also P(A) =32

7

B = ,Keinen blauen Umschlag.” = [1, 2, 5, 6, 7] also P{B) =§
Py(B) = % ... denn wenn er keinen Umschlag mit einer geraden Zahl wahlt, bleiben
nur noch die Umschlége 2, 4 und 6 Ubrig. Umschlag 4 ist aber blau, sodass nur noch 2 von

3 Elementen das Ereignis B erfiillen, wenn A eingetreten ist.

PR =P, (B) (wegen Unabhéngigkeit)

= P(B)=P[A) P, (B)+ P(A)- Ps(BY (Totale Wahrscheinlichkeit von B)

< P(B) = P(A)- P(B) + P(A)- P4(B)
= P(B)-P(A): P(B) = P(A)- Pi(B)
&= P(B}- (1= P(A)) = P(A) - P4(B)
= P(B)-P(A) = P(A)- P4(B)

= P(B) = P4(B) g.e.d.

Arbeitsblatt 02: Satz von Bayes

Hier siehst du die a priori Wahrscheinlichkeiten, die wir aus den gegebenen Informationen
nun in einem Baumdiagramm sichtbar machen. Die Bezeichnungen sind S = schwanger;
P = positiv (schwanger getestet).

i

P(5 0 P) = 0,08 - 0,95 i= 0,076

_ I
P(Sn P)=0,08-0,05= 0004
I

; — I=1
P(5NP)=092-01 =0,092
I
= I
P(SnP)=092-09 =0828
|
| —

Die Aufgabenstellung lautet: Gib die Wahrscheinlichkeit an, dass eine als ,nicht
schwanger’ getestete Frau auch wirklich nicht schwanger ist. Dies kénnen wir hier nicht
ablesen und daher missen wir das Baumdiagramm invertieren. Hierfur bendtigt man die
totale Wahrscheinlichkeit fir P, also P(P). P(P) =P (S N P) + P(S N P) = 0,168 . Das heift,
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die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine zuféllig gewahlte Frau als schwanger getestet
wird, betrégt 16,8%.

PENnP)=0168-7 =0076

P(ENP)=0168-7 |=0,092

P(snF)=0832-7 '=0004

P(SnP)=0832-7 =0,828

Im invertierten Baumdiagramm finden wir eine Lésung fur die Fragestellung. Gegeben ist
die Information, dass es sich um eine als ,nicht schwanger* getestete Frau (P) handelt. Die
Frage ist, wie gro die Wahrscheinlichkeit ist, dass diese Person auch wirklich nicht
schwanger (S) ist. Also:

eE _ PEnT) _ ngze _ _
PR(S) = P(SIP) = T05- = 150 = 0,9952 = 99,52%

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine als nicht schwanger getestete Frau auch wirklich nicht
schwanger ist, betragt 99,52%. Man kann sich also dann recht sicher sein.

A priori gehen wir davon aus, dass die Auswahl des Verfahrens zufallig geschieht, also

P(M)= 0,5 und P(W) = 0,5. Die Zahlen auf dem Zettel sehen wir als Ereignis E =,2-5—-4"an.

Wenn man sich fir den Minzwurf entschieden hat, ergibt sich Py (E) = 111__L

1

Wenn man sich fir den Wirfel entschieden hat, ergibt sich £y (E) =oecio=—0

Dadurch ergibt sich a priori das folgende Baumdiagramm:

b 11 1
E}= 8 NEl=-t——=——
pu(E) = 704 PMNE) =2 3048 ~ 109

1 1 1
PWNE)=3316~ 132

2]

Es interessieren uns hier nur die Pfade, die bei E enden, da es ja nicht darum geht, dass
das Ereignis ,2 — 5 — 4“ nicht erreicht wurde. Aus diesen Informationen kénnen wir nun die
totale Wahrscheinlichkeit P(E) berechnen: P(E)})=P(M NE}+P(W NE) = 1:’::'92.

Hieraus wiederum lasst sich das a posteriori Baumdiagramm erzeugen und somit der

Sachverhalt klaren.

5 1
y = 00954 P(MNE)=—ro

283 pg(M 4096
P(E) = 110592 M )
E o ... _
|".._ (W) = ”aU“-H] W P'[WHE} 432

Dieser Zettel ist also ziemlich wahrscheinlich beim Wirfeln entstanden.

Zeichne dir ein Baumdiagramm zu den gegebenen Informationen. Die totale
Wahrscheinlichkeit, dafiir dass er punktlich ist betragt P(P) = 0,72 . Auerdem lasst sich
P(B N P)=0,64 ermitteln.

Somitist Pa(B) = ""f{;‘}” = 0,8 ~ B6,88% .

Hier kénnte man sich natirlich noch viele weitere Aspekte anschauen. Hier ist aber nur
nach dem einfachsten Fall gefragt, daher ist auch nicht mehr notwendig.

Arbeitsblatt 03: Erwartungswert einer Zufallsgrofe

Zuerst stellen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X auf. Da es sich
weder um ein Laplace Experiment (Wahrscheinlichkeiten fiir x; sind verschieden), noch um
ein Bernoulli-Experiment handelt, missen wir die Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von den
Pfadregel-Uberlegungen ermitteln.

h
[ |

X=x 0€ 0,10 € 020€ 030€ 0,50
P(x) ] 1 1 1 1 1 1 16
8-—=_|2-—= 4-—= —=1

1
162 168 16 16 164 16
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Diese Informationen stellen wir nun in einem Histogramm dar:

AP(X=x;)

05

DA f————

aaf

vzf=mzan

X=X
-

1 1 1 1 1 27
E(X]=p=u€-§+u,w€~ﬁ+ﬂ,20€~E+u,3n€-E+u.5n€-1=mmm?€

Erwartungswert nach 100 Spielen =100 - % = 16,88 € .

Der Anbieter sollte einen Preis pro Spiel festlegen, der gréRer ist, als der Erwartungswert,
denn dann verdient er mit dem Gerat Geld. Hier waren auf jeden Fall 20 Cent pro Spiel
denkbar. Wahrscheinlich eher 30 Cent.

]

4 7
EX)=u=0¢€ 'E+1E' +2€ ‘E—EE—U.?{IE

Der Erwartungswert fir die Auszahlung ist héher als der Spieleinsatz, daher ist es aus
mathematisch-wirtschaftlicher Sicht ratsam teilzunehmen. Die langfristige Auszahlung
wird zu einem positiven Gewinn fihren (Gesetz der groRen Zahlen).

Die Zufallsvariable X = ,Anzahl an roten Béllen bei acht Ziehungen“={0, 1, 2, 3, ... , 15}.

Dabei ist X ~ binom{n = 15:n=%= 04). EX)=n-m=15-04=6

Man kann erwarten, dass du sechsmal einen roten Ball in der Hand héltst. Es kann
nattrlich vollig anders kommen, aber statistisch gesehen, ist diese Auspragung von X zu
erwarten.

Hier muss man fir alle

mdglichen Verkaufsmengen den Erwartungswert des Gewinns

berechnen.
15 Stridufe:
Anzahl verkaufter Striue | Gewinnin € Wahrscheinlichkeit | Erwartungswertin €
10 10-5-5-7=15 0,05 0,75
11 11-5-4-7=27 0,15 4,05
12 12-5-3-7=39 0,20 11,70
13 13-5-2-7=51 0,25 12,75
14 14:-5=1-7 =63 0,15 9,45
15 15:-5-0-7=75 01 75
Summe Nettogewinn beim Angebot von 15 Straullen in £: 46,20 €

14 Straule:
Anzahl verkaufter Straule | Gewinn in € Wahrscheinlichkeit | Erwartungswert in €
10 10:5—4-7=22 0,05 1,10
11 11-5=3-7=134 0,15 5,10
12 12:-5=-2-7=46 0,30 13,80
13 13:5=1-7=58 0,25 14,50
14 14-5=0-7=70 0,15+0,1 =0,25 17,50
Surnme Nettogewinn beim Angebot von 14 StrauBen in € 52,00 €

13 StréuBe:
Anzahl verkaufter Strdufe | Gewinnin € Wahrscheinlichkeit Erwartungswert in €
10 10:5-3-7=29 0,05 1,45
11 11-5-2-T=41 0,15 6,15
12 12-5-1-7=53 0,30 15,90
13 13-5-0-7 =65 0,25+0,25 =05 32,50
surnme Nettogewinn beim Angebot von 13 Striulen in €: 56,00 €
12 StrauBe:
Anzahl verkaufter StriuBe | Gewinn in € Wahrscheinlichkeit | Erwartungswert in €
10 10:5-2-7=136 0,05 1,80
11 11:5-1:7=48 0,15 7,20
12 12:5=0:7=60 | 0,80 48,00

Summe Nettogewinn beim Angebot von 12 Strdullen in €:

57,00 €
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11 StréduBe:
Anzahl verkaufter StrduBe | Gewinnin € Wahrscheinlichkeit | Erwartungswert in €
10 10-5-1-7=43 0.05 2,15
11 11:5-0-7=55 0,95 52,25

Summe Nettogewinn beim Angebot von 11 StriuBen in €:

s440€

10 Straufe:
Anzahl verkaufter Straule | Gewinn in € Wahrscheinlichkeit | Erwartungswert in €
10 10:5=0-7 =50 1 50,00
Summe Nettogewinn beim Angebot von 10 Strdullen in €: 50,00 €

Das kleine Blumengeschaft sollte taglich 12 Strdufle zum Verkauf anbieten, um den

Nettogewinn zu maximieren. Dieser Betragt dann 57 €.

Arbeitsblatt 04: Varianz und Sigmaregeln

B1476+85+85+844+91+77+30+89471

r=
10

o=6,2522

=829

o® =39,09

E(X)=p=n-m=100-0,5=50

Var(X)=n-m-{1=-mn)=25

Plu—1le =X=pu+1a)=P(45<X =55) = 0,68

Plu—20 =X =pu+20)=PA0 =X = 60) = 0,955

P(u—30 <X <p+30)=P(35 <X < 65) = 0,997

Bei binomialverteilten Zufallsvariablen lassen sich der Erwartungswert und die Varianz leicht mit
den obigen Formeln berechnen. Die Sigma-Regeln lassen sich einsetzen, um schnell
einen Eindruck von der

ag=5
lexakt 0,7287)
(exakt 0,9648)

(exakt 0,9982)

gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu bekommen.

Man kann ohne zu rechnen direkt sagen, dass zwischen y—o und p+ o ungefahr 68 %
Wabhrscheinlichkeit liegt.

, P(X=k)
008

n=180 m=0,9 p =162 02=16,2 0 =4,025

Plu—164c =X =p+ 1640) =P(156 =X = 168) = 0,90 (exakt 0,8956)
Plu—1960 <X <p+1960) = P(155 <X < 169) = 0,95 (exakt 0,9393)

P(u—2580 <X <p+2580)=P(152 < X <172) ~ 0,99 (exakt 0,991)

Hier missen wir rekursiv vorgehen und eine Gleichung aufstellen. Maf3geblich ist der obere
bzw. rechte Intervallswert. Wir suchen also ein 95 % Vertrauensintervall [k, <X <k,], sodass
ko, nicht gréRRer ist, als 180 (Personen).

nw+19-(Yn-a-(1-m) <k

n-09+196-(yn-09-0,1 =180 Die Frage ist also, wie viele Tickets (n) RainAir
verkaufen kann, um mit einem Vertrauen von 95 % nicht zu viele Fluggéste am Gate zu

p+ 1960 < ky

haben.

n-094+ 196 (yn-09-01) = 180 n-09+ 196 I:v'n +09:01)—180=<10
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Das ist jetzt quasi eine Nullstellengleichung, die wir so als Funktion in den GTR eingeben. Nun
muss man nur noch die Nullstelle finden. Diese ist das n, welches die Gleichung I6st.

n=191
Somit: P{u — 1960 =X < u+ 1,960) = P(164 < X < 180) = 0,95 (exakt 0,9606)
Die Fluggesellschaft kann also mit einem Vertrauen von 95 % 191 Tickets verkaufen. Das sind

11 Tickets mehr als Platze und somit zusatzliche Einnahmen. Wissen Uber Statistik und
Wahrscheinlichkeiten bringt also bares Geld.

Aufgabe 4

Ziehung mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge. Die Kombinationen sind:

(1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (2,2); (2,3); (2,4); (2,5); (2,6); (3,3); (3.4); (3,5); (3,6); (4.4);
(4,5); (4,6); (5,5); (5,6); (6,6);

# Kombinationen = (HIEI 1) = (b:’f; 1) = [;) =121

X={1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 36}

X1 |2 [3 |4 [5 |6 |8 |9 |10 [12|15|16/18 /2024253036
pl1l1]1]2]1]2]1]1 11271 /17111711111

Var(X)= 90,8

E(X) = 1z§ o=0853

Die Zahlen driicken eine hohe Streuung um den Erwartungswert aus und wenn man sich die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung anschaut, ist dies auch logisch.

Arbeitsblatt 05: Hypothesentest mit m = i1, (zweiseitig)

Aufgabe 1

H,: Die Medikamente A und B sind gleich gut.

Fehler 1. Art, bzw. o - Fehler: Du handelst nicht nach der Behauptung, obwohl sie stimmt.
Fehler 2. Art, bzw. 3 - Fehler: Du handelst nach der Behauptung, weil du ihr vertraust. Dabei
stimmt sie nicht.

Aufgabe 2

H,: m=0,2 (wobei 1, = 0,2 ist, also der vermutete Anteilswert; hier an Unterrichtsausféllen)
Hi: m#0,2
PG =30

Der Erwartungswert p = n - 1 = 40, daher ist bei diesem zweiseitigen Hypothesentest der

170 von 200 Unterrichtsstunden wurden erteilt. Somit 30 ausgefallene Stunden.

linke Ablehnungsbereich fiir H; interessant.
Verteilungsfunktion mit GTR/CAS erzeugen. L1: seq(X,X,0,200,1) und L2: binomcdf(200,0.2,L.1).

Hier siehst du jetzt die kumulierten Wahrscheinlichkeiten, also in L2 sind jeweils P(X < k)
aufgelistet (Verteilungsfunktion).

Obwohl es sich um einen zweiseitigen Test handelt, benétigen wir eigentlich nur den
Ablehungsbereich auf der linken Seite, weil die PG wenn dann, nur dort hineinfallt und nicht
in den Ablehnungsbereich auf der rechten Seite von p.

a=0,1:

Fihrt zu einem Ablehnungsbereich auf der linken Seite von % = 0,05. Mein k; muss also so
gewahlt werden, dass 0,05 gerade so nicht Uberschritten wird. Man sieht in der Tabelle, dass dies
bei k = 30 der Fall ist, da P(k < 30) = 0,04302 und P(k < 31) = 0,06324. A, =[0; k,] =[0; 30].
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Hier fallt die PG in den Ablehnungsbereich von H,. Somit l&sst sich die H, auf einem
Signifikanzniveau von o = 0,1 verwerfen und die H, als statistisch sicher annehmen. Bedeutet
also, dass die Schule keine Unterrichtsausfallquote von 20 % aufweist, sondern vermutlich
besser ist als ihr Ruf. Bei dieser Entscheidung begehen wir zu ca. 0,1 einen alpha-Fehler. Ein
o-Fehler wird immer dann begangen, wenn die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie
stimmt.

a=0,05:

Flhrt zu einem Ablehnungsbereich auf der linken Seite von % = 0,025 . Mein k, muss also so
gewahlt werden, dass 0,025 gerade so nicht Uberschritten wird. Man sieht in der Tabelle, dass

dies bei k = 28 der Fall ist, da P(k < 28) = 0,01793 und P(k < 29) = 0,02828. A, = [0; k,] = [0; 28].

Hier fallt die PG nicht in den Ablehnungsbereich von H,, sondern in den Annahmebereich von
H,. Somit missen wir davon ausgehen, dass H, tauglich ist, wir kénnen es aber nicht
statistisch sicher sagen. Den Fehler, den wir bei dieser Entscheidung begehen kénnen, nennt
man beta-Fehler oder Fehler 2. Art. Dieser lasst sich nicht so einfach einschatzen. Man
begeht einen B-Fehler immer dann, wenn man eine Nullhypothese annimmt, obwohl sie
eigentlich nicht stimmt.

a=0,01:

Dieses Signifikanzniveau muss nicht gepruft werden, da die PG sicher in den
Annahmebereich A, der Nullhypothese fallen wird. Dies ist logisch, weil der
Ablehnungsbereich der H,, bei einem kleineren Signifikanzniveau auch noch kleiner wird, als
im Fall zuvor. Die Grenze k, entfernt sich also vom Mittelwert p.

Der p-Wert (engl. p-value) muss also zwischen 0,1 und 0,05 liegen. Wir kdnnen exakt mit
folgender Uberlegung bestimmen: Der p-Wert entspricht dem Signifikanzniveau o, bei dem
die PG geradeso noch in den Ablehnungsbereich fallt. Also mit anderen Worten benétigt man
P(X < 30) = 0,04302 . Uber diese Wahrscheinlichkeit verfiigt der Ablehnungsbereich
linksseitig.

Somit also % = 0,04302 => a=0,086 = p-Wert. Fur jedes o 20,086 féllt die PG in den
Ablehnungsbereich. Die H, kann also mit einem Fehler von 8,6 % und mit einer Sicherheit
von 91,4% verworfen werden.

m, =09 n =200 o =0,01 PG =173
Achte darauf, dass a auf zwei Seiten aufgeteilt werden muss: E = 0,005.

A,=[168;190] PG féllt in Annahmebereich von H,. Wir miissen davon ausgehen, dass
die Nullhypothese tauglich ist, auf einem SN von o = 0,01.

p-value = P(X<173)-2=10,0672 - 2=0,1344

Man misste also ein SN o 2 0,1344 wahlen, um H, zu verwerfen.

m=2  n=100 =005 PG=77
Achte darauf, dass a auf zwei Seiten aufgeteilt werden muss: g = 0,025.
A, =[57; 76] PG fallt in Ablehnungsbereich von H,. Wir kénnen H; verwerfen und

H, als statistisch sicher annehmen, auf einem SN von o = 0,05.

p-value = (1 -P(X<76))-2=(1-0,9836) - 2 =0,0328

Man musste also nur ein SN o 2 0,0328 wéhlen, um H, zu verwerfen. Dies entspricht
dann genau dem alpha-Fehler den wir dabei eingehen.

m,=0,5n=50
A, =[16; 34]
H, als statistisch sicher annehmen, auf einem SN von a = 0,01.

p-value = (1 - P(X<36))-2=(1-0,9995) - 2 = 0,001

Man musste also nur ein SN o 2 0,001 wéhlen, um H, zu verwerfen. Dies entspricht

o =0,01 PG=37
PG fallt in Ablehnungsbereich von H,. Wir kénnen H, verwerfen und

dann genau dem alpha-Fehler den wir dabei eingehen. Die Entscheidung H, zu
verwerfen ist hier zu 99,9% sicher.

Arbeitsblatt 06: Hypothesentest mit 1 (einseitig)

Wir sollten die Nullhypothese so definieren, dass sie das Gegenteil zu dem ausdriickt, was
wir absichern wollen. Wir missen dann ndmlich nur noch ein Signifikanzniveau a finden,
das linksseitig einen Ablehnungsbereich ,aufspannt’, der gro® genug ist, dass die
PrafgréRe hineinfallt.
H,: m=0,25 H;:m<0,25

Da der Pfeil der H, nach links zeigt, handelt es sich um einen linksseitigen Test (dort liegt
der Ablehnungsbereich von H).
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Hierzu brauchen wir von der Wahrscheinlichkeitsfunktion B

12025 di€ Verteilungsfunktion

F

312; 0,25

a=0,01: A, =[61; 312] (Annahmebereich H)
a=0,05:. A, =[66; 312] A, =[0; 65]
a=0,1.  A,=[68;312] A, =1[0; 67]

A, = [0; 60] (Ablehnungsbereich H,)

Die PG betragt PG = 67. Diese féllt erst bei einem Signifikanzniveau von o = 0,1 in den
Ablehnungsbereich der H,. Die Nullhypothese lasst sich also erst bei o = 0,1 verwerfen
und die H, statistisch absichern. p-value = 0,08327 — bedeutet, dass der a-Fehler beim
Verwerfen der H, ca. 8,33% betragt, also der Fehler, dass wir verwerfen, obwohl H;
stimmt.

Du méchtest ja zeigen, dass 70% aller M&dchen an deiner Schule keinen Unterkurs in
Mathematik bekommen. Deshalb musst du diese Aussage nach Mdglichkeit in die H,
packen. Das Gegenteil bildet die Nullhypothese und wenn wir es schaffen, diese zu
verwerfen, gilt H, als statistisch sicher mit einem a-Fehler, der dem Signifikanzniveau
entspricht.

Hy: =07 H;:m>0,7

Da der Pfeil der H, nach rechts zeigt, handelt es sich um einen rechtsseitigen Test (dort
liegt der Ablehnungsbereich von H,). Der Ablehnungsbereich auf der rechten Seite der
Wahrscheinlichkeitsverteilung B, . darf also das Signifikanzniveau von a = 0,05 nicht
Uberschreiten. Gesucht ist also das k von der Gleichung P(X = k) < 0,05.

Binomial -
n 38 p 0T 1
Ablehnungsbereich
— derH,
|Pez2 sX s 38 )= 0.0359 |

bei a=0,05

14 18 18 20 2 24 26 28 30 32 M 3B 38

Der Ablehnungsbereich ergibt sich also zu A, = [32; 38]. Du solltest also darauf hoffen, dass bei
der néchsten Kursarbeit mindestens 32 Schilerinnen (PriifgréRRe) keinen Unterkurs schreiben,
denn nur dann fallt die PG in den Ablehnungsbereich. H, wird dann verworfen und H, gilt mit
einem Vertrauen von 1 — o = 0,95 als statistisch sicher.

Selbstversténdlich reicht auch ein Signifikanzniveau von 0,0359, damit A, = [32; 38] als
Ablehnungsbereich tauglich ist. P(X = 32) = 0,0359 entspricht dem p-Wert.

rechtsseitiger Test mit p-value = 0,1277

Binomial
n 134 p 09
P{ 125 =X =134 )= 01277

100 105 110 115 120 125 130

p=1206 o=34728

p-value = 0,1277 ; Das Signifikanzniveau misste a 20,1277 gewahlit werden, um die H; zu
verwerfen. Die géngigen Niveaus reichen also nicht aus.

Hier ist nur der p-Wert gegeben, ohne dass wir wissen, worum es in der Hypothese
eigentlich geht. Es ist auch unklar, ob es sich um einen links-, rechts- oder beidseitigen
Hypothesentest handelt. Das Schéne am p-Wert ist, das man trotzdem alle Entscheidungen
treffen kann, wenn dieser gegeben ist. o = p-value wirde dazu fiihren, dass die PG in den
Ablehnungsbereich féllt und H, verworfen werden kann. Als gangiges Niveau lieRe sich also
a = 0,05 wahlen, um die H, als statistisch sicher mit 95% Vertrauen anzunehmen.

Hier wird die PG mit 24 angegeben. Der Annahmebereich von H, bei o = 0,01 ist so groB,
dass PG hineinféllt und wir annehmen mussen, dass H, tauglich ist. Der Ablehnungsbereich
von H, (bzw. Annahmebereich von H,) bei o = 0,05 betrégt [0; 21]. Dies reicht immer noch
nicht aus, damit PG hineinfallt. Erst bei einem Signifikanzniveau von o = 0,1 schrumpft
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der Annahmebereich von H,, bzw. wird der Ablehnungsbereich von H, grof3 genug, damit die PG
hineinfallt. Wir kénnen also auf einem Signifikanzniveau von o = 0,1 die Nullhypothese
verwerfen und mit einer Sicherheit von 0,9 die H, als statistisch sicher betrachten. Uber den
p-Wert kann man keine Aussage treffen.

Arbeitsblatt 07: Gauss’sche Glockenfunktion

Aufgabe 1

b oo [

02

SECY SRS RS L L

Hier soll eine Funktionsdiskussion allgemein fur u und o durchgefiihrt werden. Damit wir uns an
einem Beispiel orientieren kénnen, wahlen wir y = 3 und o = 2 . Daraus ergibt sich die
1,1 055

2 Tme z

Fir den Funktionsgraphen der Dichtefunktion ®y; = gilt:

Dichtefunktion 3. z(x) =

- Weist aufgrund des asymptotischen Verhaltens der Exponentialfunktion keine Nullstellen auf.
- Symmetrie zur Geraden x = py (hier orange gestrichelt eingezeichnet)

-Flir x — 4+~ und x — - = |&auft der Graph gegen y = 0. Somit bildet die x-Achse eine

Asymptote.

i

- Keinen Tiefpunkt. Hochpunkt bei x,,, = g und 3., =5 In unserem Beispiel von oben

alsobeix =3 undy, . =0,1995.

- Besitzt zwei Wendepunkte an den Stellen x,,= -0 und x,,=l + 0 . Also im obigen Beispiel
gut erkennbar bei x, =1 und x,,=5. Der entsprechende y-Wert ist fur beide Wendestellen
der Gleiche und liegt bei y,, = “,;_ Somit in diesem Beispiel y,,=0,121.

T

- Flachen: Gesamtflache im Intervall (- ; +) betragt 1.

Wir berechnen die Flachen anhand unseres Beispiels von oben mit y = 3 und o = 2. Alle
Uberlegungen lassen sich auch auf Dichtefunktionen mit anderen u- und o-Werten beziehen:

g w0 e = 3 oe ™5 dx = 06827
+2g

[ o(x) dx = [7, 2 “,Lﬁz""“'; 7 dx = 0,9545

+37

3
e 90 dx = 2,5 e %5 ax = 09973

Wir sehen, dass bereits im Intervall [-3 ; 9] fast die vollstédndige Flache von 1 erreicht wird. Daher
miissen wir kein weiteres Integral berechnen. Diese Uberlegungen hast du bereits bei den

Sigma-Regeln  angestellt. Hier handelt es sich halt nur um eine stetige
Wahrscheinlichkeitsverteilung und daher um einen stetigen Graphen. Man muss
Wahrscheinlichkeiten tber Flachen berechnen.
Aufgabe 2
a) p=8 und o=1,2649
/
£
k'
% \x
F"— -,

6 65 T 75 & 85 @9 95 10 105

Approximation okay, Abweichungen hoch

Teil 1

Teil 2
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p =30 und o= 3,4641

7{_,~>_\_‘ Die Binomialverteilung B, 06 lasst sich durch @,, 41 (x) approximieren.

T
=

012

\ o _=

.08

0.4

14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 a.02 1

—il]
HNHNHRHﬂiﬂikﬂﬁwﬂ&?hﬁﬂﬂg

Approximation gut, Abweichungen gering

P(X = 38) = 0,0596 (exaktes Ergebnis mit Binomialverteilung)
P(X = 38) = 0, weil durch einen x-Wert keine Flache
aufgespannt wird.
p=50 und 0=5 0,06046 ist der Funktionswert der Dichtefunktion und kann
als Schatzung verwendet werden (Schatzung mit
;“ “‘\ Normalverteilung)

.
-

\ P(X < 46) = P(X < 45) = 0,8027 (exaktes Ergebnis mit
Binomialverteilung)
P(X < 46) = 0,8354 (Schatzung mit Normalverteilung)
f Hier nochmal der Hinweis. Bei diskreten Verteilungen ist es
wichtig, auf das Zeichen zu achten: < fiihrt zu einem anderen
Intervall als <. Bei stetigen Verteilungen spielt es keine Rolle,
weil P(X = 46) = 0. Mehr Erkldrungen dazu findest du im
Video. Beim Befehl ,normalcdf* missen Untergrenze und
25 30 35 40 45 50 55 6O 65 V0O TS Obergrenze des Intervalls angegeben werden, fiir das die
Flache unter der Dichtefunktion berechnet werden soll.
Approximation sehr gut, Abweichungen sehr gering Eigentlich geht das Intervall von minus Unendlich bis 46. Hier

s S
=F

Je héher n und je ndher 1 an 0,5 liegt, desto besser funktioniert die Approximation der wurde die Zahl ,-20“ eingetragen, weil sie ausreichend klein
Binomial- durch die Normalverteilung. ist. Links von -20 kommt keine nennenswerte Flache mehr
Man approximiert, weil es hinterher leichter fallt, Wahrscheinlichkeiten Uber Flachen zu hinzu (eigentlich schon weit vorher, aber man geht auf
berechnen und nicht tiber das Kumulieren von Rechtecken des Histogramms. Nummer sicher).
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c) P(X<46)=0,8643 (exaktes Ergebnis mit Binomialverteilung)
P(X = 46) = P(X < 46) = 0,8354 (Schatzung mit Normalverteilung)

d) P(X>40)=P(Xz=41)=1-P(X<40)=0,6453 (Binomialvert.)
P(X>40)=0,6872 (Normalvert.)

e) P(X240)=1-P(X<39)=0,7306 (Binomialvert.)
P(X=40)=P(X>40)=0,6872 (Normalvert.)

) P(36 <X <43) = P(X <42) - P(X < 35) = 0,4879 (Binomialvert.)
P(36 £ X <43)=0,5247 (Normalvert.)
Hier zeigt sich schon, weshalb es angenehmer ist, Wahrscheinlichkeiten tGber Flédchen zu
berechnen.
Man kann gut erkennen, dass die Approximationen durchweg schlecht sind. Die Ergebnisse
lassen sich aber durch eine Stetigkeitskorrektur verbessern. Die erklare ich dir im nachsten
Kapitel. Es wird einfach 0,5 zur Obergrenze dazu addiert und 0,5 von der Untergrenze
abgezogen.
Beispiel: P(36 < X <42) — P(35,5< X <425) =0,4921; Somit also eine deutliche
Verbesserung der Schatzung.

Aufgabe 4

—0.5(X=102
P10:5() = 3+ = 055D

Arbeitsblatt 08: Normalverteilung

Aufgabe 1

a) und b) Schatzung: Die Flache hat eine Lange von 4 Einheiten und eine ungefahre
durchschnittliche H6he von 0,14. Daher Iasst sich P(5 < X < 9) auf ungefahr 0,56 schatzen.

st @lx)
(N L]
(-84
-

Pixl

o

SEEEY

Xy

i _ 5-8 -
=5 =-15 und z; == —=—=

c) Standardisieren: z, = = .

o

Py, (z2 = 0,5) =Py, (z = =1,5) = 0,6247
P 5l = 9) — P (2, = 5) = 0,6247

Unsere Schatzung war also ziemlich gut.

Ohne Standardisierung ergibt sich natirlich
das gleiche Ergebnis.

Teil 1

Teil 2

Teil 3



P(.) |P(X<120) |P(X<120) | P(110sX<130) | P(120<X<140) | P(X>132)
Binom 0,4576 0,5303 0,9454 0,4696 0,0091
Norm o. S. 0,5 0,5 0,9321 0,4999 0,0142
Normm.S. | 0,4636 0,5364 0,9448 0,4634 0,0112

Wir brauchen die Fldche von minus unendlich bis z = 2 (hier griin schraffiert). Von dieser Flache

subtrahieren wir die rosa Flache (minus unendlich bis zu z = 1). Das, was Ubrig bleibt, ist die
Flache zwischenz=1 und z=2.

Frion(2)

clLl

3 25 > e85 a1 15 0 05 § 15 75 ]
1
I =
Plz,) =098 —
‘P[Iﬂ*llﬂﬂ
o
H/
3 0 Z1m1 Iy = O

Soll nun nur mit der Grafik die entsprechende Wahrscheinlichkeit zwischen z =1 und z = 2
bestimmt werden, nehmen wir den Funktionswert der Verteilungsfunktion an der Stelle z, und
subtrahieren dies vom Funktionswert an der Stelle z, : i1 = = = 2) = #, ,(2) —, , (1} = 098 - 0B4 = 0,14
Das exakte Ergebnis liegt bei 0,1359.
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